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Exercice 1 Soit F 'espace des fonctions polynomiales a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a 3. 51 P,QQ € E, on considére :

3
(P,Q) =Y arQ™(0),
k=0

3
avec P(z) = Zak:):k, siz € R, et QW) la dérivée d’ordre k de Q.
k=0
1. (a) Montrer que (P, Q) définit un produit scalaire.
(b) Donner la dimension de E.
(c) Déterminer des réels a, b, c,d, e, f tels que Qo(x) = a, Q1(x) = br+cet Qa(x) = dz?+ex+
f, € R forment une base orthonormée de F', le sous-espace des fonctions polynomiales &
coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2, muni du produit scalaire (-, -) précédemment
défini.

2. Soit (Qo,Q1,RQ2) une base orthonormée de F' muni du produit scalaire (-, -) .

2
(a) Montrer que si @ € F alors Q = Z(Q, Q:)Q;.
=0
(b) Montrer que si @ € E, la projection orthogonale de @) sur F' est donnée par

2

p(Q) = (Q,Q:)Q:.
=0
(c) On pose Q(x) = z3 + 522 — 10z + 6. Calculer |Q — p(Q)]|*.
(d) En déduire dist (Q, F) .

Exercice 2 Pour x = (71,72, 73) € R?, on pose q(r) = 223 + 223 + 22 + 27172,
J(x) = 2z1 + 229 + 73, et I'on considére 'ensemble S = {z € R3 / ¢(x) = 1}.
1. Montrer que q est une forme quadratique définie positive.
. Déterminer le produit scalaire [.|.] associé et écrire la matrice associée dans la base canonique.

2

3. Déterminer a = (ay, az, az) € R3 tel que J(z) = [az].

4. Est-ce que J atteint son maximum, resp. minimum, sur S 7 Justifiez.
5

. Déterminer mig J(x) et max J(x) et les points ot les extremums sont atteints.
TE xre



