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LICENCE L3

Feuille d'exer
i
es n◦2

1. Soit E un espa
e ve
toriel réel ; déterminer, parmi les appli
ations (x, y) 7−→ 〈x , y〉 de E ×E
dans R suivantes, 
elles qui 
orrespondent à un produit s
alaire dans E :

(a) E = C([a, b], R) l'espa
e ve
toriel des fon
tions réelles 
ontinues sur l'intervalle [a, b] ave

a < b et w : [a, b] −→]0, +∞[ une fon
tion 
ontinue �xée

< f , g > =

∫ b

a

f(x) g(x)w(x) dx

(b) E = Mn(R) l'espa
e ve
toriel des matri
es 
arrées d'ordre n et à 
oe�
ients réels et

< M , N > = Tr (MN) où Tr est la tra
e .

(
) E = Hn l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�mes à 2 variables homogènes de degré n et

< P , Q > =
∑

i+j=n

aij

∂nQ

∂x i∂y j
(x, y) si P (x, y) =

∑

i+j=n

aijx
iyj .

2. Soit R
2 muni du produt s
alaire eu
lidien 〈·, ·〉, ave
 ‖·‖2 la norme asso
iée. On note B = {e1, e2}

la base 
anonique de R
2. Soit f un endomorphisme de R

2 et A =

(

a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)

= MatB(f)

sa matri
e dans la base 
anonique de R
2. Pour x, y ∈ R

2 on pose

φ(x, y) = 〈x, f(y)〉.

(a) Montrer que φ est une forme bilinéaire sur R
2 qui véri�e |φ(x, y)| ≤ ‖f‖‖x‖2‖y‖2, pour

tout x, y ∈ R
2. En déduire que φ est 
ontinue sur (R2, ‖ · ‖2).

(b) Véri�er que φ(ei, ej) = ai,j pour tout 1 ≤ i, j ≤ 2 et en déduire que φ est symétrique si et

seulement si a1,2 = a2,1, ie A =t A.

(
) Montrer que la forme quadratique asso
iée à φ s'é
rit pour x = (x1, x2) ∈ R
2,

q(x) = φ(x, x) = a1,1x
2
1 + a2,1x1x2 + a1,2x2x1 + a2,2x

2
2.

(d) φ dé�nit-elle un produit s
alaire lorsque

i. a1,1 = 1, a1,2 = a2,1 = 2 et a2,2 = 5 ;

ii. a1,1 = 1, a1,2 = a2,1 = 2 et a2,2 = 4 ;

iii. a1,1 = −1, a1,2 = a2,1 = 2 et a2,2 = 4 ;

(e) Montrer que si X = MatB(x) =

(

x1

x2

)

et Y = MatB(y) alors φ(x, y) =t Y AX.
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(f) On suppose qu'il existe P ∈ M2(R) telle que A =t PP . Donner une 
ondition né
essaire

et su�sante sur P pour que φ soit un produit s
alaire.

3. Partiel 2008. Soit E = Mn(R) l'espa
e ve
toriel des matri
es n × n à 
oe�
ients réels.

1) Montrer que (A, B) 7→< A, B >:= tr(tAB) est un produit s
alaire sur E. On note N la

norme asso
iée (N(A)2 = tr(tAA)).
2) Soient A et B dans E. Montrer que N(AB)2 ≤ N(A)2N(B)2, puis que N(AB) ≤ N(A)N(B).
3) a) Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ E. Cal
uler |trA|2 et N(A)2 en fon
tion des 
oe�
ients ai,j .

b) Montrer que |trA|2 ≤ nN(A)2.

) Montrer que |trA|2 = nN(A)2 si et seulement si A est proportionnelle à la matri
e iden-

tité In.

4. Soit E l'espa
e ve
toriel des polyn�mes réels. Pour deux polyn�mes p et q, on dé�nit 〈p, q〉 par :

〈p, q〉 =

∫

1

−1

p(t)q(t)dt.

(a) Montrer que 〈·, ·〉 dé�nit un produit s
alaire sur E. Quelle est la norme asso
iée, notée

‖ · ‖ ?
(b) Montrer que les polyn�mes pairs sont orthogonaux aux polyn�mes impairs.

(
) Soient n + 1 polyn�mes p0, p1, p2, ..., pn tels que (∀i, pi 6= 0), et (∀i, j, i 6= j =⇒ 〈pi, pj〉 =
0), montrer que la famille (pi)i=0,...,n est libre.

(d) On veut 
onstruire une base p0, p1, p2 de l'espa
e des polyn�mes de degré inférieur ou égal à

deux qui soit orthogonale. On pose p0 = 1, on 
her
he p1 et p2 sous la forme de p1(t) = t+a
et p2(t) = t2 + bt + c. Déterminer les valeurs de (a, b, c) pour que p0, p1, p2 soit une famille

orthogonale.

(e) On pose q(t) = t2. Véri�er que ‖q − ap0 − bp1‖ ≥ 2
√

2/3
√

5, pour tout (a, b) ∈ R
2.

5. Soit {(xi, yi); 1 ≤ i ≤ n} un nuage de points. On 
her
he la droite de régression de y en fon
tion

de x ie a0, b0 ∈ R tels que

F (a0, b0) = min
a,b∈R

F (a, b) ave
 F (a, b) =
1

n

n
∑

i=1

(yi − axi − b)2.

On se pla
e sur R
n, n ≥ 2 muni du produit s
alaire eu
lidien 〈·, ·〉. On note x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) et e0 = (1, . . . , 1).

(a) Soit z ∈ R
n. On pose z = 1

n
〈z, e0〉. Montrer que la proje
tion orthogonale de z sur Ve
t(e0)

est donnée par ze0.

(b) En déduire que ‖z‖2
2 = ‖z − ze0‖2 + nz2.

(
) Pour z, z′ ∈ R
n on pose 
ov(z, z′) = 1

n
〈z, z′〉 − zz′ et var(z) = 
ov(z, z). Montrer que

var(z) ≥ 0 et var(z) = 0 si et seulement si z ∈ Ve
t(e0) (ie z1 = . . . = zn).

(d) Montrer que F (a, b) = 1

n
‖y − ax − be0‖2

2. On suppose que x /∈ Ve
t(e0). Montrer qu'alors

a0 = 
ov(x, y)/var(x) et que b0 = y − (
ov(x, y)/var(x)) x.

6. Soit C ⊂ R
n 
onvexe, x1, x2, . . . , xk des points de C et t1, t2, . . . , tk des réels positifs ave


∑k
i=1

ti = 1. Monter que la 
ombinaison 
onvexe x =
k

∑

i=1

tixi appartient à C.

7. Pour être non imposables, les valeurs xi d'a
tions du type Ai doivent véri�er 3x1 + x2 ≤ 3. Un

lient voulait x1 = 4 et x2 = 1/3.
Que peut-on lui proposer 
omme solution la �plus pro
he�, non imposable ?
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