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Feuille d’exercices n°2

1. Soit E un espace vectoriel réel ; déterminer, parmi les applications (z,y) — (x, y) de E x E
dans R suivantes, celles qui correspondent & un produit scalaire dans F :

(a)

(b)
(c)

E = C([a, b],R) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur l'intervalle [a, b] avec
a<betw : [a,b —]0,+00] une fonction continue fixée

b
<f.g>= / £(2) g(x) w(z) da

E = M,,(R) lespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n et a coefficients réels et
<M, N>=Tr (MN)ouTr est la trace .

E = H,, 'espace vectoriel des fonctions polynoémes a 2 variables homogénes de degré n et

<P,Q>=.Z aijw(%y) si P(z,y) :'Z aix'y’.
i+j=n 1+j=n

2. Soit R? muni du produt scalaire euclidien (-, -), avec || - ||2 la norme associée. On note B = {e1, e2}

la base canonique de R%. Soit f un endomorphisme de R? et A = ( a1 1.2 ) = Matg(f)
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sa matrice dans la base canonique de R?. Pour z,y € R? on pose

o(z,y) = (z, f(y)).

Montrer que ¢ est une forme bilinéaire sur R? qui vérifie |¢(x,y)| < [|f]||z]2]lyll2, pour
tout x,y € R2. En déduire que ¢ est continue sur (R?, || - ||2).

Vérifier que ¢(e;, e;) = a;; pour tout 1 < 4,5 < 2 et en déduire que ¢ est symétrique si et
seulement si aj 2 = ag1, ie A =" A.

Montrer que la forme quadratique associée & ¢ s’écrit pour z = (21, 22) € R?,
2 2
q(x) = ¢(x,x) = a1,127 + 212122 + a1,2%271 + a2275.

¢ définit-elle un produit scalaire lorsque
i. a1 = 1, ai2 =a21 = 2 et az 2 = 5;
ii. a1 = 1, ai2 =a21 = 2 et az o = 4;

iii. al] = -1, 12 = a1 = 2 et a2 = 4;

Montrer que si X = Matg(x) = ( il ) et Y = Matg(y) alors ¢(x,y) =t Y AX.
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(f) On suppose qu’il existe P € Ma(R) telle que A =! PP. Donner une condition nécessaire
et suffisante sur P pour que ¢ soit un produit scalaire.

3. Partiel 2008. Soit E' = M, (R) I’espace vectoriel des matrices n x n a coefficients réels.

1) Montrer que (4, B) —< A, B >:= tr(*AB) est un produit scalaire sur E. On note N la
norme associée (N(A)? = tr(*AA)).
2) Soient A et B dans E. Montrer que N(AB)? < N(A)2N(B)?, puis que N(AB) < N(A)N(B).
3) a) Soit A = (a;j)1<ij<n € E. Calculer |trA|? et N(A)? en fonction des coefficients a; ;.
b) Montrer que [trA|? < nN(A)2
¢) Montrer que |trA|? = nN(A)? si et seulement si A est proportionnelle & la matrice iden-
tité I,,.

4. Soit E l'espace vectoriel des polynomes réels. Pour deux polynoémes p et ¢, on définit (p, ¢) par :

(p,q) = / 1 p(t)q(t)dt.
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(a) Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E. Quelle est la norme associée, notée
-7

(b) Montrer que les polyndmes pairs sont orthogonaux aux polynémes impairs.

(c) Soient n+ 1 polynémes pg, p1,p2, ..., pn tels que (Vi, p; # 0), et (Vi, 7, i # j = (pi,pj) =
0), montrer que la famille (p;)i=o,... » est libre.

(d) On veut construire une base pg, p1, p2 de l’espace des polyndomes de degré inférieur ou égal a
deux qui soit orthogonale. On pose py = 1, on cherche p; et py sous la forme de p; (t) = t+a
et po(t) = t2 + bt + c. Déterminer les valeurs de (a, b, ¢) pour que pg, p1, p2 soit une famille
orthogonale.

(e) On pose g(t) = 2. Vérifier que ||g — apo — bp1|| > 2v/2/3+/5, pour tout (a,b) € R2.

5. Soit {(zi,¥i); 1 <1i < n} un nuage de points. On cherche la droite de régression de y en fonction
de x ie ag, by € R tels que

: 1o )
F(ag,bp) = fglerﬁ%F(a’b) avec F'(a,b) = - ;(y@ —ax; —b)*.
On se place sur R, n > 2 muni du produit scalaire euclidien (-,-). On note z = (x1,...,zy),
y=(y1,.--,yn) et eg = (1,...,1).
(a) Soit 2 € R™. On pose z = 1(z, ep). Montrer que la projection orthogonale de z sur Vect(eg)
est donnée par Zeg.
(b) En déduire que ||z]]3 = ||z — Zeo||> + nZ>.
(c) Pour z,2/ € R" on pose cov(z,2') = 1(z,2') — 22/ et var(z) = cov(z,z). Montrer que
var(z) > 0 et var(z) = 0 si et seulement si z € Vect(eg) (ie 21 = ... = zy).
(d) Montrer que F(a,b) = ||y — ax — beg||3. On suppose que z ¢ Vect( 0)- Montrer qu’alors
ag = cov(z,y)/var(z) of que by =y — (cov(z,y)/var(z)) Z.

6. Soit C C R™ convexe, x1, T3, ..., ) des points de C et tq, to, ..., ti des réels positifs avec
k

Zle t; = 1. Monter que la combinaison convere x = Ztﬂi appartient a C.
i=1
7. Pour étre non imposables, les valeurs x; d’actions du type A; doivent vérifier 3x1 + 22 < 3. Un
client voulait 1 =4 et x9 = 1/3.
Que peut-on lui proposer comme solution la “plus proche”, non imposable ?



