Université Paris Descartes i
UFR de Mathématiques et Informatique P AR I S

;lgor&; (flleg Saints-Péres 75006 Paris D ES C ARTES

Optimisation
LICENCE L3

Feuille d’exercices n°3

1. Soit C C R™ convexe, x1, X2, ..., x} des points de C et t1, to, ..., t; des réels positifs avec
k

Zle t; = 1. Monter que la combinaison convere x = Ztﬂi appartient a C.
=1
2. Pour étre non imposables, les valeurs x; d’actions du type A; doivent vérifier 321 + 22 < 3. Un
client voulait 1 =4 et x9 = 1/3.
Que peut-on lui proposer comme solution la “plus proche”, non imposable ?

3. Pour z = (v1,72) € R% on pose q(z) = 2% + 2pr122 + 23, p € R, et J(z) = ayz1 + aza,
(a1,a2) € R?, et I'on considére 'ensemble S = {x € R? / q(x) = 1}.
On se propose de déterminer min J(z) et max J(x).
€S zE€S
(a) Déterminer p de fagon a ce que ¢(z) soit une forme quadratique définie positive non dégé-
nérée. Pour la suite, on suppose que ¢ est définie strictement positive, déterminer le produit
scalaire [.|.] associé.
(b) Exprimer J grace a [.|.].
(¢) Grace a ce qui précéde minimiser /maximiser J sur S.
4. Pour x = (71,79, 23) € R3, on pose ¢(x) = 22} + 27129 + 223 — 3.
(a) Montrer que g est une forme quadratique, écrire la forme bilinéaire et la matrice @ associées.
Est-ce que q est positive 7 négative ? non dégénérée ?
(b) Déterminer les valeurs propres de @ et trouver une base de vecteurs propres orthonormée
pour le produit scalaire euclidien.
(¢) Soit w I'endomorphisme de R3 admettant ) pour matrice dans la base canonique. Vérifier
que q(z) = (z,wx) pour tout z € R3.
(d) Montrer que g n’est pas bornée sur R3.
(e) Déterminer les extrema de ¢ sur la sphére S = {z = (z1, 72, 23) € R?; ||z||? = 1}.
5. Pour z = (w1, 22, 73,74, 25,76) € R®, on pose q(z) = x122 + 2374 + 2576
et J(x) = q(z)— < a,r >, avec a € RS,
(a) Montrer que g est une forme quadratique, écrire la forme bilinéaire et la matrice @ associées.
Est-ce que q est positive ? négative ? non dégénérée ?
(b) Montrer que J n’est pas bornée sur RS.
6. Soient x = (z1,72) et y = (y1,y2) deux vecteurs de R? | on pose

1
<z,y>=z1Y1 + T2y s [2,y] = 1my1 F §(x1y2 +xoy1) + 22y2 ;5 qu(x) = [, 2]

et b(z,y) = x1y1 + 5(w1y2 + x2y1) + x2y2 ;. @(x) = b(x, x).



(a) Etudier (z,y) — [x,y] et (z,y) — b(z,y), est-ce que ce sont des produits scalaires sur R? ?
Donner les matrices associées dans la b.o.n. canonique de R2.

(b) Déterminer I’endomorphisme w € L£(R?) dont la matrice W dans la b.o.n. canonique de
R? vérifie, pour tout x et y € R? : b(x,y) = [z, Wy].

(c) Résoudre les problémes d’optimisation suivants : infs q2(x) et supqo(x),
re

z€S
o S ={zecR?|q(z)=1}
(d) Soit h 'endomorphisme de R? défini par h(z1,x2) = (21 + 22 , 72).
Déterminer la matrice associée a ’adjoint de h dans la base canonique de R? :
(i) dans I'espace euclidien (R?, < .,. >); (i) dans I'espace euclidien (R?,[., .]) .
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7. Soit a, b des réels strictement positifs et € Uellipse définie par £ = {(z1,22) € R 5 + 33 =1}
On cherche le carré de R? d’aire maximale que I'on peut tracer a l'intérieur de &.
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On pose q(z1,y) = z—% + i—% et B = {(x1,12) € R%; q(z1,22) < 1}.
(a) Montrer que E est convexe. En déduire que C = [c1,d1] X [c2,d2] C E si et seulement si
(Cl, Cg), (61, d2), (dl, 02) et (dl, dg) sont dans F.
(b) Vérifier que si C = [c1,d1] X [e2,d2] C E alors C = [—e1,e1] X [—ea,e2] C E avec e; =
max(|e1],[di]) et ez = max(|ea], [f2])-

(¢) En déduire que le probléme consiste a trouver ( ma>§ dx129.
q(x1,m2)=1

(d) Vérifier que g est une forme quadratique définie positive. On note (-,-) le produit scalaire
associé.

(e) Déterminer I’endomorphisme de R? w dont la matrice W dans la base canonique vérifie
b(z,y) = (x,wy), avec b(z, x) = dx122.

(f) Conclure.



