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i
es n◦2Exer
i
e 1 A rédiger. Soit A une variable aléatoire positive de L2(Ω) et ϕ une variable aléatoirede loi uniforme sur [0, 2π], indépendante de A. On 
onsidère le pro
essus X dé�ni par
∀t ∈ R, Xt = A cos(t + ϕ).1. Montrer que X est un pro
essus faiblement stationnaire, périodique p.s. et déterminer sa période.2. Montrer que le pro
essus (Xt)t∈R est dérivable sur R et que (X ′

t)t∈R est un pro
essus faiblementstationnaire tel que Cov(Xt,X
′
t) = 0, pour tout t ∈ R.3. On suppose que A suit une loi de Rayleigh de densité f(x) = xe−x2/2

1R+(x).(a) Montrer qu'il existe (ε1, ε2) ∼ N (0, I2) tel que Xt = ε1 cos(t) − ε2 sin(t) pour tout t ∈ R.(b) En déduire que X est un pro
essus fortement stationnaire.4. (a) Démontrer que si f est une fon
tion périodique de période T > 0, pour tout h ∈ R,
∫ h+T
h f(u)du =

∫ T
0 f(u)du.(b) On suppose que A = 1 p.s. montrer que la var Xt+h a même loi que Xt, pour tout t, h ∈ R.(
) Montrer que X est un pro
essus fortement stationnaire.5. Montrer que si A admet une densité, le pro
essus X est un pro
essus fortement stationnaire.Exer
i
e 2 Soit (Xt)t∈R un pro
essus du se
ond ordre faiblement stationnaire 
entré, de fon
tionde 
ovarian
e c. Montrer que le pro
essus (Yt)t∈R 
onstruit à partir de (Xt)t∈R est un pro
essus duse
ond ordre faiblement stationnaire dont on déterminera la moyenne et la fon
tion de 
ovarian
e :1. Yt = X0, t ∈ R.2. Yt = Xat+b, t ∈ R, où a, b sont deux entiers �xés ;3. Yt = aXt + bXt−1 + c, t ∈ R, a, b, c ∈ R �xés ;Exer
i
e 3 Soient X = (Xt)t∈R et Y = (Yt)t∈R des pro
essus du se
ond ordre faiblement station-naires non 
orrélés entre eux, 
'est-à-dire tels que Cov(Xs, Yt) = 0 pour tout s, t ∈ R. Montrer que lepro
essus (X + Y ) = (Xt + Yt)t∈R est du se
ond ordre faiblement stationnaire.Exer
i
e 4 Soit X = (Xk)k∈Z un pro
essus du se
ond ordre. Il est dit faiblement (respe
tive-ment fortement) réversible si, pour tous m < n, les ve
teurs aléatoires (Xm,Xm+1, . . . ,Xn) et

(Xn,Xn−1, . . . ,Xm) ont même moyenne et même matri
e de 
ovarian
e (respe
tivement même loi).1. Montrer que si X est faiblement stationnaire, alors il est faiblement réversible.2. Montrer que si X est un pro
essus stationnaire gaussien, alors il est fortement réversible.1



Exer
i
e 5 Soit Y = (Yk)k∈Z un pro
essus du se
ond ordre faiblement stationnaire et 
entré. Pour
a, b ∈ R et (sk)k∈Z une suite déterministe, on pose Xk = (a + bk)sk + Yk et Zk = Xk − Xk−12 −
(Xk−12 −Xk−24) pour tout k ∈ Z. Montrer que si (sk)k∈Z est une suite périodique de période 12 (quireprésente la variation du pro
essus suivant les saisons), (Zk)k∈Z est un pro
essus du se
ond ordrestationnaire. Exprimer sa fon
tion de 
ovarian
e en fon
tion de 
elle de Y .Exer
i
e 6 Soit (εk)k∈N une suite de var iid de L2(Ω) telle que E(ε1) = m et Var(ε1) = σ2. On pose
Xk = εkεk−1 et Sk = ε1 + . . . + εk, pour k ≤ 1 et X = (Xk)k≥1.1. Montrer que X est fortement stationnaire et déterminer sa moyenne et sa fon
tion de 
ovarian
e.2. On pose S0 = 0 p.s. Montrer que (Sk)k≥0 est un pro
essus à a

roissements indépendants etstationnaires. Déterminer sa moyenne et sa fon
tion de 
ovarian
e.Exer
i
e 7 Soit le pro
essus Xn = µ+Xn−1 + εn pour n ≥ 1 où X0 = 0 p.s. et (εn)n≥1 est une suitede var iid de L2(Ω) telle que E(ε1) = m et Var(ε1) = σ2.1. Montrer que (Xn)n∈N est un pro
essus à a

roissements indépendants et stationnaires. Déter-miner sa moyenne et sa fon
tion de 
ovarian
e.2. Montrer que les pro
essus Y et Z dé�nis par Yn = Xn+1 − Xn et Zn = Xn+2 − 2Xn+1 + Xn,pour n ∈ N sont fortement stationnaires. Déterminer leurs moyennes et fon
tions de 
ovarian
e.Quelle relation existe-t-il entre Y et Z ?Exer
i
e 8 Soit (N1

t )t≥0 et (N2
t )t≥0 deux pro
essus de Poisson indépendants d'intensités λ1 et λ2.1. On pose Nt = N1

t + N2
t pour t ≥ 0. Montrer que (Nt)t≥0 est en
ore un pro
essus de Poissondont on déterminera l'intensité.2. On pose Nα

t = N1
αt pour t ≥ 0. Montrer que (Nα

t )t≥0 est en
ore un pro
essus de Poisson donton déterminera l'intensité.Exer
i
e 9 Paradoxe de l'autobus. On suppose que le nombre de bus arrivant à un arrêt avantl'instant t est donné par Nt ave
 (Nt)t≥0 un pro
essus de Poisson d'intensité λ. Un passager arrive àl'instant t > 0. On note Xt et Yt les var représentant respe
tivement le temps d'attente du passageravant l'arrivée du pro
hain bus à l'arrêt, et le temps é
oulé depuis le passage du dernier bus avantl'arrivée du passager.1. Cal
uler la probabilité que le passager rate le n-ième bus et doive attendre le (n + 1)-ième buspendant au moins un temps s ≥ 0. En déduire P(Xt ≥ s) la probabilité que le passager doiveattendre au moins un temps s ≥ 0.2. Si Z est une var positive E(Z) =
∫ +∞

0 P(Z ≥ s)ds. En déduire E(Xt) le temps d'attente moyen.3. Déterminer E(Yt) le temps é
oulé moyen. Quel est pourtant le temps de passage moyen entredeux bus ?Exer
i
e 10 Soit n ∈ N∗. < ., . > désigne le produit s
alaire usuel sur Rn et ||.|| la norme eu
lidienneasso
iée. On 
onsidère n mouvements Browniens réels standards indépendants (B
(1)
t )t∈R+

, . . . , (B
(n)
t )t∈R+et on pose pour t ∈ R+, Bt = (B1

t , . . . , Bn
t ) ( on dit alors que (Bt)t∈R+

est un mouvement Brownienréel n-dimensionnel). Montrer que ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n tel que ||x|| = 1, le pro
essus sto
hastiqueréel (< Bt, x >)t∈R+

est un mouvement Brownien réel standard.Exer
i
e 11 Montrer que si (Bt)t∈R+
est un mouvement Brownien réel standard, les pro
essus sto-
hastiques suivants sont aussi des mouvements Browniens réels standards :1. (−Bt)t∈R+

;2. (cBt/c2)t∈R+
où c est une 
onstante positive �xée ;3. (Xt)t∈R+

dé�ni par X0 = 0 p.s. et Xt = tB1/t si t > 0.2


