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Feuille d’exercices n°2

Exercice 1 A rédiger. Soit A une variable aléatoire positive de L?(£2) et ¢ une variable aléatoire
de loi uniforme sur [0, 27], indépendante de A. On considére le processus X défini par

YVt e R, X; = Acos(t + ).

1. Montrer que X est un processus faiblement stationnaire, périodique p.s. et déterminer sa période.

2. Montrer que le processus (X;)icr est dérivable sur R et que (X})icgr est un processus faiblement
stationnaire tel que Cov (X, X}) = 0, pour tout t € R.

3. On suppose que A suit une loi de Rayleigh de densité f(z) = ze " /21p+ (z).
(a) Montrer qu’il existe (e1,e2) ~ N (0, I5) tel que X; = &1 cos(t) — eg sin(¢t) pour tout ¢t € R.
(b) En déduire que X est un processus fortement stationnaire.
4. (a) Démontrer que si f est une fonction périodique de période T' > 0, pour tout h € R,
f:+T f(u)du = fOT f(u)du.
(b) On suppose que A = 1 p.s. montrer que la var Xy, a méme loi que X;, pour tout t,h € R.
(c) Montrer que X est un processus fortement stationnaire.

5. Montrer que si A admet une densité, le processus X est un processus fortement stationnaire.

Exercice 2 Soit (X)ier un processus du second ordre faiblement stationnaire centré, de fonction
de covariance c¢. Montrer que le processus (Y;)ier construit & partir de (Xy)ier est un processus du
second ordre faiblement stationnaire dont on déterminera la moyenne et la fonction de covariance :

1. ;= Xy, t €R.
2. Y, = Xyyp, t € R, 011 a,b sont deux entiers fixés;
3. Vi=aX;+bXi—1+c¢,t€R, a,b,ceR fixés;

Exercice 3 Soient X = (X;)ier et Y = (Yi)ier des processus du second ordre faiblement station-
naires non corrélés entre eux, c’est-a-dire tels que Cov(Xs, Y;) = 0 pour tout s,t € R. Montrer que le
processus (X +Y) = (X; 4+ Y;)er est du second ordre faiblement stationnaire.

Exercice 4 Soit X = (Xjy)rez un processus du second ordre. Il est dit faiblement (respective-
ment fortement) réversible si, pour tous m < n, les vecteurs aléatoires (X, Ximi1,...,Xn) €t
(Xn, Xn-1,...,X;n) ont méme moyenne et méme matrice de covariance (respectivement méme loi).

1. Montrer que si X est faiblement stationnaire, alors il est faiblement réversible.

2. Montrer que si X est un processus stationnaire gaussien, alors il est fortement réversible.



Exercice 5 Soit Y = (Y})rez un processus du second ordre faiblement stationnaire et centré. Pour
a,b € R et (sg)pez une suite déterministe, on pose Xy = (a + bk)sy + Yi et Zp = Xy — Xp_12 —
(Xg_12 — Xk_24) pour tout k € Z. Montrer que si (sx)rez est une suite périodique de période 12 (qui
représente la variation du processus suivant les saisons), (Zx)rez est un processus du second ordre
stationnaire. Exprimer sa fonction de covariance en fonction de celle de Y.

Exercice 6 Soit (g1 )ren une suite de var iid de L*(Q) telle que E(e1) = m et Var(e1) = o2. On pose
Xy =cpep_1et Sy=e1+...+ep, pourk<let X = (Xk:)k:21-
1. Montrer que X est fortement stationnaire et déterminer sa moyenne et sa fonction de covariance.

2. On pose Sp = 0 p.s. Montrer que (Sk)r>0 est un processus a accroissements indépendants et
stationnaires. Déterminer sa moyenne et sa fonction de covariance.

Exercice 7 Soit le processus X,, = p+ X,,_1+¢, pour n > 1 ot Xg = 0 p.s. et (€,)n>1 est une suite
de var iid de L?(Q) telle que E(e1) = m et Var(ey) = o2.
1. Montrer que (X, )nen €st un processus a accroissements indépendants et stationnaires. Déter-
miner sa moyenne et sa fonction de covariance.

2. Montrer que les processus Y et Z définis par Y, = X,,11 — X, et Z, = Xpao — 2X 11 + Xa,
pour n € N sont fortement stationnaires. Déterminer leurs moyennes et fonctions de covariance.
Quelle relation existe-t-il entre Y et Z 7

Exercice 8 Soit (N}!)i>0 et (N?)i>0 deux processus de Poisson indépendants d’intensités A; et .

1. On pose N; = N} + NZ pour t > 0. Montrer que (N;);>0 est encore un processus de Poisson
dont on déterminera l'intensité.

2. On pose N = N}, pour t > 0. Montrer que (Nf);>o est encore un processus de Poisson dont

on déterminera l'intensité.

Exercice 9 Paradoxe de ’autobus. On suppose que le nombre de bus arrivant a un arrét avant
l'instant ¢ est donné par Ny avec (N¢)¢>o un processus de Poisson d’intensité X. Un passager arrive a
Iinstant ¢ > 0. On note X; et Y; les var représentant respectivement le temps d’attente du passager
avant 'arrivée du prochain bus a l'arrét, et le temps écoulé depuis le passage du dernier bus avant
I’arrivée du passager.

1. Calculer la probabilité que le passager rate le n-iéme bus et doive attendre le (n + 1)-iéme bus
pendant au moins un temps s > 0. En déduire P(X; > s) la probabilité que le passager doive
attendre au moins un temps s > 0.

2. Si Z est une var positive E(Z) = 0+°O P(Z > s)ds. En déduire E(X}) le temps d’attente moyen.

3. Déterminer E(Y;) le temps écoulé moyen. Quel est pourtant le temps de passage moyen entre
deux bus?

Exercice 10 Soit n € N*. < .. > désigne le produit scalaire usuel sur R™ et ||.|| la norme euclidienne
associée. On considére n mouvements Browniens réels standards indépendants (Bt(l) Jt€R s - - - (Bt(n) )teRr.,
et on pose pour t € Ry, By = (B},...,By") (‘on dit alors que (B;)cr, est un mouvement Brownien
réel n-dimensionnel). Montrer que Vo = (z1,...,x,) € R™ tel que ||z|| = 1, le processus stochastique
réel (< By, x >)ier, est un mouvement Brownien réel standard.

Exercice 11 Montrer que si (B;)ier, est un mouvement Brownien réel standard, les processus sto-
chastiques suivants sont aussi des mouvements Browniens réels standards :

L. (_Bt)t€R+§
2. (eByje2)ter, ol c est une constante positive fixée
3. (Xit)ier, défini par Xo =0 p.s. et Xy =By sit > 0.



