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Corrigé
Ona H, = WE*[SN ANE|F] < (14 r)"B*[Sy|Fp] = (1 4+1)"S, = S, .D’autre part ,
H, < k| cette dernitre quantité représentant la valeur actualisée du prix plafond

n = (1+r)
a l'instant n

. On peut écrire

1+ )N "H, = E¥[Sy Ak|Fn] = E¥[S, Tyy1 - - T A k| Fn] = u(n, Sp)
quand on a posé u(n,s) = E¥[sT,,11---Tn AN k] .
On peut calculer explicitement v & I'aide d’un lemme du cours : on a

N—n

u(n,s) = 3 ( Nj_n )pj(l — )V s(1 4+ a) (14 B)V T A K]
7=0
d’ott N
= ; ~ N-n i(1 _ V77 a J N—n—j
Hy, = RERSLAT ]Z::O ( i )p’(l ) [Sn(1+a)’ (1+b) A K]

Posons Sy = sy et montrons qu’une C.N.S. pour que H,, = S,, Vn est
k> so(1+ b)Y (1)
Comme S,, = soT11o---Tn ,on a
Sy < so(L+0)" (2)
D’autre part , I'indépendance des v.a. T} sous P* entraine
P*[Sy =so(1+ b))V =P*T1 =14+b;To=1+4b;---; Ty =1+b = (1 -p)V > 0. (3)

Supposons alors (1) vérifiée ; on a Sy < so(1 4 b)Y < k ; on peut alors écrire

H, = %E*[SN ANK|Fa] = (1+r)"EX[Sy|Fa] = (1+7)"Sp = S
(1+r)" "

Réciproquement , supposons H, = S,, Vn ; cela entraine en particuler Hy = Sy et donc Sy < k .
Comme , d’apres (3) , {w|Sn(w) = so(1 +b)V} # ¢ , on a nécessairement so(1+ b)Y < k .
(a) Appelons ® = (¢g, ¢) un portefeuille autofinancé simulant A . On a alors
H, = u(n, Sn) = Vn((p) = ¢97,(1 + 7‘)” + ¢nsm
on en tire I'égalité u(n , T,Sn_1) = #0(1 +7)" + ¢ TpSn_1 ; se rappelant que T}, prend les 2
valeurs 1 4+ a,1 4+ b on voit que cette derniére égalité est équivalente au systéme
{ u(n ) (1 + a)Snfl)l{Tn:H—a} = [¢(7)L(1 + T)n + (1 + a)¢nsn—1]1{Tn:1+a}
w(n , (146)Sn-1)liz,=146) = [ (1 +7)" + (1 + 0)¢nSn—1]1{z1,—146)

Apres conditionnement par F,,_; sous P* | ce systéme devient

(uln, 1+ a)Sp) = ¢p(1+7)" + ¢n(1 +a)Sp—
u(n ’ (1 + b)Sn—l) = ¢9L(]‘ + T)n + ¢n(1 + b)Sn—l

On en tire
5 = I+buln, 14+a)Sp-1) — A +a)u(n, (1+5b)Sy,-1)
" (b—a)(1+7)"
b = u(n, (1+06)Sp—1) —u(n, (1+a)Sp—1)

(b — G,)Sn_l



(b) La C.N.S. cherchée est la méme qu’a la question précédente (i.e. k > so(1 + b)N) ; en effet :

e Si (1) est vérifiée , on sait que Sy = Hy ; ® = (0,1) est alors un portefeuille simulant A .
e Si¢g" =0,0naSy="Vy@ =SyAk,dou Sy < k. nous avons vu & la question 3.
(réciproque ) que cela entrainait 'inégalité (1) .



