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E[§n+1|-7:n] = /8n+1E[Sn+1|-7:n] = /Bn+ISnE[Tn+1|-7:n] = /BSHE[TR+1|]:R]

Posons 8 =

I1 en résulte que ~ B
E[Sn+1|fn] = Sn < E[Tn—|—1|Fn] =147

Si le marché est viable il existe une probabilité P* sous laquelle (S,) est une martingale ; on peut
alors écrire
1+aq SE*[Tl]Zl—l-T‘S 1+as

d’ou le résultat .

Supposons d’abord r = a1 ; posons
A =-1; ¢pp=1 VYn<N

¢ = (#°, #) est une stratégie évidemment prévisible vérifiant Vn(qﬁ) =S, —(1+7r)", ce qui
entraine Vp(¢) = 0 et V() > 0 Vn . Placons nous maintenant sur I'événement (non vide , donc
de probabilité > 0) A = [T} = 1+ a] sur lequel on a Sy = (1 +a3)T>... Ty > (1 + )N il est
clair que VN(¢) est > 0 sur A , ce qui montre que ¢ est une statégie d’arbitrage . Dans le cas ou
r = ag Cest ( ¢ ) qui constltue une stratégie d’arbitrage . Le comportement d’un spéculateur
suivant ces 2 stratégies peut étre décrit comme suit : si r = a1 , il emprunte 1F & ’instant 0 ce qui
lui permet d’acheter I'actif risqué qu’il conserve jusqu’a la date N ; si, au contraire , r = ag , il
emprunte une action qu’il vend immédiatement et place 'argent ainsi récolté a la caisse d’épargne

Soit w un point de € ; il existe (i1,42,... ,in) € {1,2,3}" tel que
=((1+a;),(1+ai,),... ,(1 +aiy)) . On a alors , puisque les v.a T; sont indépendantes ,
Piw)=P{Th=1+a,];[To=14ai);...;[ITn =1+ aiy]} = i, Tiy ... Tiyy >0

Sous P} , Tj4+1 est indépendante de F, ; on peut donc écrire

3 3

E;[Tni1|Fn] = B [Thia] = Z(l +ai)r; =1+ Zaiﬂii-
1 1

1l résulte alors de la question 1. que (S,) est une martingale si et seulement si Zi’ ;T =T .

3. Le systéme d’équations linéaires avec second membre

1+ xo+x3 = 1 (1)

a1x1 +agro +a3xs = T (2)

est de rang 2 ; 'ensemble de ses solutions z = (z1, x2, z3) constitue donc une droite affine D de

3 - les intersections de cette droite avec les 3 plans formés par les axes des coordonnées sont

(a)

az —T T — a9 az —rT T — a1 ags —T r—al
uI:(O, ) ),’U,” :( ,0, )a uIII:( ) 50) .
a3z —ag a3z — ag a3 — a1 as — a1 as — a1 a2 — ay

Supposons d’abord a1 < r < as ; en écrivant que D est I'unique droite passant par les points u”
et v’ , on obtient
z€D < FscR z=u"+s@" —u")=su"+(1—-s)u"
Un point z de D peut donc s’écrire sous la forme
ags —T

az —rT T — a1 T —aq
S

+(1-—y9) (1-23)

; ; ) (seR).
as — a1 a3z — a1 ao — aq a3z — aj

Les coordonnées de ce point sont > 0 si et seulement si s €]0, 1] de sorte que J =]u”,u"[ .



(b) Si, maintenant , as < r < a3 un raisonnement analogue obtenu en remplagant u"”’ par v’ permet
d’établir que J =]u’,u"| .

4. D’aprés de 1.(b) et (c) , une condition nécessaire pour que le marché soit viable est r €lay, a3 ;

5.

réciproquement , s’il en est ainsi ,(Cf 3.), il existe une infinité de probabilités de support 2 sous
lesquelles (S;,) est une martingale ; un théoréme du cours nous assure alors que le marché financier
est viable mais incomplet .

(a) Les coordonnées de z et y sont solutions des équations (1) et (2)

(b) Montrons , par exemple , que la v.a. h = 1j;;—;) n’est pas simulable .Raisonnons par I'absurde
et supposons qu’il existe une suite prévisible (¢,) telles que

N
h = ¢0 + Z ¢nA‘§n (3)
n=1

Placons nous sous la probabilité P% ; (S,) est une martingale ainsi que M, = (¢ * S), ; notant
que (3) s’écrit h = My, on a

1/4 = 21 = Eg[h] = E;[My] = E;[Mo] = ¢o

Mais le méme raisonnement effectué sous Py conduit a I'égalité ¢g = 1 /8 d’ol1 une contradiction.



