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Dans les deux problémes qui suivent , (2, P) désignera un espace de probabilité fini et (X1, Xs,... , Xn)
une suite de N variables aléatoires centrées , réelles , indépendantes , équidistribuées sur 2 . On posera

Xo=0; M, =Xo+X,+...+X, (0<n<N) ; o°=E[X}]
et ’'on supposera 2 > 0 ; on posera enfin F,, = F(Xq, X1,... ,Xy) .

1 Probléme

1. Montrer que (M,) est une martingale et qu’il en est de méme de la suite (3¢ (X2 — 02)) .
2. On suppose que la martingale (M,,) posséde la propriété prévisible

(a) Montrer qu’il existe une suite prévisible (Uy) telle que X2 — o? = U,X,, Vn

(b) Montrer qu’il existe une constante C telle que
X2 -CX,—0*=0
(c) En déduire qu’il existe a et b > 0 tels que X, (w) € {—a,b} Yw e Q
2iéme  Probléme

Réciproquement , on suppose que (X,,) satisfait & la condition) 2.(c) précédente ; on se propose de montrer
que (M,,) posseéde alors la propriété de représentation prévisible . On posera

P[Xl :b] =P P[X1 :—a] =q
1. Montrer que g = %
2. Soit (Y},) une v.a.r. F,-mesurable

(a) Montrer qu’il existe une application f,, : R**! — R telle que
E[Y’Il|fﬂ—1] = pfn(XOaXla IR aXn—la b) + Qf’n(XOaXla s aXn—].’ —CI,)
(b) En déduire que la condition E[Y;,|F,_1] = 0 entraine 1’égalité

Yn _ fn(XO;Xla'b' . aanlab)Xn

3. Montrer alors que la martingale (M,,) posséde la propriété de représentation prévisible .



