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Probleme

Soient (£2,P) un espace de probabilité fini tel que P(w) > 0 Vw € Q et Z une variable aléatoire réelle . On
supposera || =n ,|Z(2)| = p et 'on notera

e V l'espace vectoriel euclidien des variables aléatoires réelles sur 2 muni du produit scalaire
(X,Y) - E[XY].

e W le sous espace de V formé par les fonctions déterministes de Z

e A le sous espace de W formé par les fonctions affines de Z

1. Quelles sont les dimensions des espaces vectoriels V., W et A 7

2. Soit X € V ; montrer que E[X|Z] est la projection de X sur W

3. Montrer que la projection eucidienne Y de X sur A est donnée par 1’égalité
Y =E[X]|+r(Z - E[Z])

cov(X,Z)
var(Z)

quand on a posé r =
4. Montrer sans calculs I'inégalité E[(X — E[X|Z])?] <E[(X -Y)?].
5. Montrer que Y est aussi la projection euclidienne de E[X|Z] sur A

6. Montrer que E[X|Z] =Y si |Z(Q)] =2



