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1. (a) La densité de la loi de X se met sous la forme

fo(z) = exp(QO)T (z) — ¢(6)) h()

avec Q(0) = In(1 —0), T(z) = =, ¢(0) = —1nb et h(z) = 1. 1l s’agit donc d’un modele
exponentiel. L’espace canonique est I’ensemble des parametres 1 tels que

+o00
E exp(nT(z))h(z) < +oo.

Or il s’agit d’une série géométrique dont la somme est bien connue :
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L’espace canonique des parametres est donc {n € R/expn €]0,1[} = R* . C’est un pavé ouvert
de R. D’autre part, il n’y a pas de relation affine entre les différents parametres canoniques,
puisqu’il n’y en a qu'un. Méme chose pour T'(z). Le modele est donc de rang plein.
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car |z(1 — )| < 1 sous les hypotheses de 1'énoncé. Il s’agit d’une série entiere de rayon de
convergence (1 — )1, qui est C* en 1. D’out
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2.

(c) D’apres la premiere question, le modeéle est de rang plein, et Q(#) = In(1 — ) est une fonction
continuement dérivable sur |0, 1[, dont la dérivée ne s’annule pas. Le modeéle est donc régulier,
ce qui signifie en particulier que 'information de Fisher est bien définie.
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(a) Notons encore fy la densité de la loi de (Xi,...,X,) par rapport & la mesure de comptage
sur N,
folx1,... yxn) = folx1)... fo(zy) car Xq,... , X, sont indépendants
= exp(Q(0)T(z1,... ,zn) + nlnb)
avec T(x1,... ,2n) = 1 + -+ + z,. Comme & la premiére question, il s’agit d’'un modele
exponentiel de rang plein, ’espace canonique des parameétres étant inchangé. On en déduit
que T, = T(X1,...,X,) est une statistique exhaustive, compléte et minimale. Les définitions

générales des ces termes ont été vues en cours. Dans le cas présent, cela signifie respectivement
(attention aux quantificateurs !)

i. quel que soit A € A®", il existe une version de ]P’?”(A|Tn) indépendante de 6 ;

ii. quelle que soit f application de N dans R, on a l'implication (V8 €]0,1], Ey[f(T)] =

0) = (f=0);

iii. quelle que soit S exhaustive, il existe f borélienne telle que T}, = f(S).
Comme Q(6) est continuement dérivable sur son ensemble de définition, de dérivée ne s’annulant
pas, on en déduit aussi que 7T;, est une statistique réguliere, et que c’est un estimateur UVMB
et efficace de son espérance. Or Eg[T;,] = Eg[X1] + - - - + Eg[X,] = nEo[X] = n(5 — 1).

(b) L’information de Fisher I(0) associée & un n-échantillon de variables aléatoires (indépendantes)

est égale & n fois I'information de Fisher I;(#) associée & I'une d’entre elles. On a donc
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D’ot le développement de Ey[2X]" :

Xn gn
BT = a=azae
+o0
= Z%z’%"(l—@)k (%)

En comparant (%) et (xx), et du fait de 'unicité d’un développement en série entiére, on en
déduit le résultat demandé, i.e.

kE+mn—1)!
o (T, = k) = gn(1 — gyt E T = D!
La vraisemblance du modeéle au point (z1,...,z,) est L(0,z1,... ,2,) = 0™(1 — )%1+FTon,
Comme elle ne s’annule pas, on peut considérer plutot la log-vraisemblance In L(8, 1, ... ,x,) =

nln@ + (z1 + -+ + z,) In(1 — 0). Il s’agit d’en trouver le maximum, en ayant 6 variant dans
10,1[. Sizy+---+z, =0, alors le maximum serait atteint pour § = 1, qui n’est pas une valeur
de I’ensemble des parameétres. On peut alors dire qu’il n’y a pas d’estimateur du maximum
de vraisemblance, ou plut6t rajouter 4 I’ensemble des lois possibles la masse de Dirac en 0 en
posant P1 = dg ; notons qu’on n’a plus alors un modeéle exponentiel. Siz1+---+x, > 0, alors
la log-vraisemblance tend vers —oo quand 6 tend vers 0 ou vers 1. Le maximum est donc a
rechercher dans un intervalle compact du type [e,1 — €] ou la log-vraisemblance est continue.
Elle y atteint donc son maximum. Comme elle est y aussi dérivable, ce maximum correspond a
un point critique. L’estimateur du maximum de vraisemblance 6, doit donc vérifier I’équation
de vraisemblance
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W(emaxla"' ,ZTn) =0
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Ainsi n’y a-t-il qu’une seule valeur de 8 qui vérifie I’équation de vraisemblance. C’est donc le
maximum de vraisemblance :
B n
Tyt x,tn

ém(ml,... ,Tn)

Notons que cette formule reste valable pour le cas z; + - - - + 2, = 0 sous I’hypothése qu’on a
rajouté 1 & ’ensemble des parametres.

Cet estimateur est fortement consistant si ém(Xl, ..., X,) converge presque surement vers
#@ quand la taille de I’échantillon tend vers l'infini. Or les variables aléatoires X; sont in-
dépendantes, de méme loi et possédent un premier moment (attention aux hypotheses !).

X+ -4+ X
D’aprés la loi forte des grands nombres, on en déduit que At t e converge presque
n
stirement vers Fg[X;] = % —1. Cela implique la convergence presque stire de 0, (X1, ... , Xp) =
1 A
ers = . Autrement dit, on vient de montrer que 0,,(X1,... ,Xp)

v
X1+t Xn 1 _
Sen 4] 7 1+1
est fortement consistant.
Comme les variables aléatoires X; posseédent aussi un deuxiéme moment (attention aux hy-
pothéses (bis) !), on sait décrire les fluctuations de leur moyenne empirique autour de leur

moyenne grace au théoréme central limite : la variable aléatoire

\/E(Xl + n +Xn (% B 1)>

converge en loi vers une gaussienne centrée de variance varg(X;) = l—a_gﬁ. Or
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avec P (u) = H—Lu On en déduit que

VAl (X1, Xa) = 0) = V(P R ()

converge en loi vers une gaussienne centrée de variance

nl  1-0 1 \21-6
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Or S, est un estimateur asymptotiquement efficace de g(#) si v/n(S, — ¢g(#)) converge en
9'%(0)

loi vers une gaussienne centrée de variance - OR Ceci montre que 0,,(X1,...,X,) est un
estimateur asymptotiquement efficace de 6.

=0%(1—-0) =

D’apres la premiére question, on sait que
_ Bx]
B [X?] — Eg[X]?

On en déduit, en remplacant les moments de X par les moments empiriques, un estimateur
de 6 (dont on peut vérifier qu’il est fortement consistant d’aprés la loi des grands nombres) :

0

Xit+Xn
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( 1 ) n) X12+'"+X72L _ (X1+---+Xn)2
n n
T,
T2
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On peut construire par cette méthode d’autres estimateurs de 6.

D’apres la deuxieme question, T, est une statistique exhaustive et compléte. D’aprés le
théoréme de Lehmann-Scheffé, la variable aléatoire Eg[lx,=¢|Tn] est un estimateur UVMB
de Fg[1x,-0] = PZ" (X1 = 0) = 6. Or pour tout k € N

Follx,—o|Tn = k] = Py™(X1=0|T, =k)
PY"M(X1 =0, X1+ -+ X, = k)

P (X1 + -+ Xpn = k)
PG (X1 =0, Xy +---+ X, = k)

PS™ (X1 + -+ + Xn = k)
Py (X1 = 0) x PP (X +--- + X5 = k)

PS™ (X1 + -+ + Xp = k)
car X; et Xo + --- 4+ X, sont indépendants

PS™ (X1 = 0) x P§™(T,,—1 = k)
]P’SQ”(TH =k)
car T,,_1 et X9 + .-+ + X,, ont méme loi

0 x n=1(1 — )k tn-2)
_ ( ) ki(n=2)! d’aprés la question 2.(c)

k+n—1)!
on(1 - 9)’”16!?5_1))!
_ n—1
- k+n-1
Autrement dit,
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est un estimateur UVMB de 6.



4.

5.

Déterminons un intervalle de confiance pour % —1 au seuil a. D’aprés la question 2.(a), ’espérance

de I» vaut 5 — 1. On en déduit, en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, que pour tout
n 0

B >0o0na

T, 1 1 T, 11
& n n _
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1
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D’ou I'inégalité suivante :
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> 1———=
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La fonction 6 — 1 — nlﬂ.;%% est un fonction croissante. Si § > 0,5, alors

1-86 1-0,5 2
l-—=2>1-——s=1-—
nB3262 — n32(0,5)?2 n32
Autrement dit,
1 T, T, 2
> Qn( - _ n_p3 " >1-— -
V9> 0,5 PS (0 e[ ﬁ,n+ﬂ])_1 of

L’intervalle aléatoire [7;—" -8, % + ﬂ} est donc un intervalle de confiance pour % — 1 au seuil nlﬂz

Pour que ce seuil soit égal a «, il suffit de prendre 8 = ,/%. Comme de plus

1 T, T,
5—16[;—,8,;4‘,8]4:}96[

1 1
Th P Ty
Lt g+1"h —g+1

I

on en déduit finalement que

1 1

v > 0,5 Py (0 € J)>1-a.

7
Ty 2 U
w TtV tl 7 na T 1
On a ainsi bien déterminé un intervalle de confiance pour 8 au seuil «, sachant 8 > 0, 5.

(a) Le modele statistique est un modeéle exponentiel & rapport de vraisemblance croissant en
T, = —(X1+ -+ X,) ; en effet, d’apres la question 2.(a), la densité de la loi ]P’f’" par
rapport & le mesure de comptage sur N s’écrit

fo(z1,...,zn) = exp(—In(1 — 0)(—(z1 + -+ + zn)) + nInd),

et la fonction 6 — —In(1 — ) est bien strictement croissante sur ]0, 1[ (contrairement & I’avis
général...). Or on sait que pour les modeles statistiques & rapport de vraisemblance croissant
en une statistique donnée, il existe pour un probleme de test d’hypotheses unilatéres un test
uniformément plus puissant parmi les tests de seuil a fixé. Dans le cas présent, sa fonction
critique est de la forme :

1 si — (214 +z,) > A
D(x1,...,xp) =4 v sl —(r14+--+z,)=A
0 si—(r14+--+zy) <A

avec 7, A déterminés par Eg, [®(X1,... ,Xy)] = .



(b) On commence par simplifier la fonction critique en supposant v = 1, ce qui revient & supposer
que I’événement —(X; +---+ X,,) = A est de probabilité suffisamment petite pour n’intervenir
que de fagon négligeable dans le calcul du niveau du test. Ce niveau est donc égal a

Eg, [(I)(Xla e aX'rL)] = Pg%n(_Tn > A)

Pour évaluer cette probabilité, on utilise une approximation gaussienne obtenue grice au
théoréme central limite. En effet, Inﬂ est la moyenne d’une somme de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi et de carré intégrable. D’aprés le théoréme central limite, la
variable aléatoire

T, 6>

FVE 1,

— =

Ty
(;—E%[Xl])\/ﬁm P 9

converge en loi vers Z gaussienne centrée réduite, quand n tend vers linfini. Ici, n étant égal
a 100, on considere que 1’on peut approcher la loi de I'un par la loi de I'autre. D’apres la table
des quantiles de la loi N'(0,1), on sait que P(Z < —1,2816) ~ 10%. On en déduit que

10% ~ P(Z < —1,2816)

1R

< -1, 2816

0

P;@"((;——jtl )vn

1R

IP®"( T, > n(1,2816 ———+1)
Go ( n902 90 )

~ P§(-T, > —125,18)
La zone de rejet pour un test de niveau 10% est donc de la forme T), < 125.

6. Soit S(X1,...,X,) un estimateur de 0. Le risque bayésien de S est donné par

1
8) = /0 Eo[(S(X1,...  Xn) — 0)%]4(dB).

Comme T, est une statistique exhaustive, on déduit du théoréeme de Rao-Blackwell que Ey[S|T}]
est un estimateur de risque bayésien plus faible : en effet, la fonction de colit quadratique est bien
convexe, donc le risque quadratique associé a Eg[S|T}] est plus faible que celui associé & S pour
tout 0 ; d’ou lassertion. Ey[S|T),] étant une fonction de T}, (plus exactement il en existe une version
qui soit telle), on peut donc se contenter de rechercher les estimateurs qui minimisent le risque
bayésien, autrement dit les estimateurs bayésiens, parmi les fonctions de T,.

Soit donc g une fonction de N dans R. Calculons le risque bayésien associé a g(T,).

R(p,9(Tn)) = | Eol(9(Tn) — 0)*u(db)

0
B 1F(a—|—b) . . i n (k+n—1)!
_ /079 =0 (oo — 0701 - M ) do
(

1
0n+a—1(1 _ H)k'H’_l(g(k;) _ 9)2d9

ou l'on a pu intervertir 'ordre de la sommation et de 'intégration dans la mesure ou tous les termes
étaient positifs. Minimiser le risque bayésien revient donc & minimiser pour chaque k l'intégrale

/1 0n+a71(1 _ 9)k+b71(g(k_) _ 0)2d9
0

1 1 1
)2/ 9n+a—1(1 _ 9)k+b_1d9 _ QQ(k) / 9n+a(1 _ 9)k+b_1d9 + / 0n+a+1(1 _ 9)k+b_1d9
0 0 0



Ce polynéme du deuxiéme degré en g(k) trouve est minimal pour

fol grra(1 — g)k+-14g
) orra=1(1 — g)k+-14p
B(n+a+1,k+b)

B(n+ a,k+b)
F'n+a+1)INk+0)IT(n+k+a+D)

Fn+a)T(k+bT'(n+k+a+b+1)
n+a

n+k+a+bd

g(k) =

ou l'on utilise le fait que '(n+a+1) =(n+a)l'(n+a) et T'(n+k+a+b+1)=(n+k+a+
BI(n+k+a+b).

On a ainsi montré que —-"t2 5 est un estimateur bayésien de 6.

n+Th+a+



