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1)a) Le n-échantillon (X1, ... ,X,) est & valeurs dans R” ; on choisit donc Q(™) = R” comme espace

des observations, muni de la tribu des boréliens A = B(R™). La loi ]P’é") est celle de n gaussiennes
indépendantes, et sa densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R” vaut

V(21,...,2,) €2 VocO®O=R

(n)
ZIP;];" (xla-..,xn) = fo(.fL'l,...,a;n)
e (—@) _exp (_M)
B ‘1;[1 \/ﬂ B (271')%

b) Le modéle est exponentiel : en effet, la densité de la loi ]P’é") peut se mettre sous la forme

Y(zy,...,z,) € QM

fo(z1,...,20) = exp(nQX'(n)—n

avec
QO) = no
02
$(0) = ny
eXp(— ?:21"’:12)
h(zy,y...,zn) = @)%

L’ensemble image Q(©) = R est d’intérieur non vide; il n’y a pas de relation linéaire non triviale
entre les diff_érentes statistiques présentes sous ’exponentielle car il n’y en a qu’une seule; on en
déduit que X (n) est une statistique exhaustive et compléte, donc minimale.

¢) Le biais de X (n) vaut
_ 1 « 1
Epm[X(n)] -0 =~ ;Epgn)[xi] —6=-nf—0=0.

L’estimateur X (n) est donc sans biais. Son risque est alors égal & sa variance et vaut

1

n

RO, X(n) 2 X LS e (%) =
n)) = var, ;z—Zvarn )= —n
) P n n2 4 pm) i n2
=1
ol l'on s’est servi de ce que la variance d’'une somme de v.a. indépendantes est égale 4 la somme
des variances respectives. L’estimateur X (n) est donc de risque constant, car son risque ne dépend
pas de 6.



d) Le modéle statistique est exponentiel. L’ensemble © = R des paramétres est un ouvert de R. La
fonction @) est évidemment de dérivée continue et ne s’annulant pas. On en déduit que le modéle
est régulier, et que X(n) est un estimateur UVMB, régulier et efficace de son espérance qui est
Epgm[X(”)] =4.

1l s’ensuit que la borne de Fréchet-Cramer-Rao est atteinte par cet estimateur :

2

_ By [X ()]
varp () (X(n)) = ( Epé 216 ) 1 1

1

11 en résulte que I,(6) = ~ar o) (X))
Py

=n.

2)a) Soient S et T deux estimateurs de 6, ayant R(6,S) et R(f,T) comme fonctions de risque
respectives. L’estimateur S est dit meilleur que 7T si et seulement si

V8 € ©® R(6,S) < R(6,T)
39 €0 R(,S)<R(O,T)

Un estimateur est dit admissible s’il n’existe pas d’estimateur meilleur que lui.
Soit T un estimateur de . Supposons le meilleur que X (n). Il existe donc y tel que

R(6o, T) < R(60, X (n)).

Sl est sans biais comme X(n), alors le risque est égal & la variance, et cette inégalité se récrit
comme
varp(m) (T) < varp(m) (X(n));

mais comme X (n) est de variance minimale parmi les estimateurs sans biais, on a aussi que, pour
tout 6§ € O,
varpgn) (T) Z varpgn) (X(TL))

Ces deux derniéres inégalités se contredisent. L’estimateur T' est nécessairement biaisé.
b) Soit T = T(X1,...,X,) un estimateur de 6, tel que E,)[T?] < +oc. Alors
2]

]EJP’E,")[T] :/ g(G,xl,... ,.’L‘n)dﬂfl d.CEn,
R~

avec g(0,21,... ,2n) = T(x1,... ,2n) fo(z1,... ,2,). L’intégrale

/n 90,21, ... ,zp)|dzy ... dzy = ]E]pg")HTH <, /]Epgn)[T2]

est convergente pour toute valeur de 6 car T est de carré intégrable. Soit A > 0 quelconque.

Montrons que ‘% est dominée par une fonction intégrable sur R”, uniformément sur § €] — A4, AJ.



En effet, si § €] — A, A, alors
agl _ IT| BE- 1L
‘% = W | 0|exp Z( —0) avecx—EZ:L',
_ |T\ _!
= @ n(|Z| + A) exp Zx + nA|z|

IT|
(27r)n/2

T 1,
= (27|r)7|b/2 2]+ A)e ( 5; )

avec

C= sup exp —%ﬂ/ﬁfi > a2 —supeXp(——+«fAf)

(z1,...zn)ER" i—1 u>0

La constante C est finie, car la fonction u — exp (—— +v/nAu ) qui est continue sur [0, +o00[ et
qui tend vers 0 en +o0, est nécessairement bornée. On a ainsi majoré 89 22(0,21,... ,2,)| par une
fonction qui ne dépend pas de 6, et dont on vérifie facilement qu’elle est intégrable grace a 'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

T L
/Rn ﬁn(kﬂ + A) exp (—5 Za:2) Cdz; ...dx

i=1

<c /R(Tii/z < Zx)dml

X /RHW 2(Jz| 4+ A)? exp(——Zx)da:l...dxn

i=1

Or la premiére intégrale du membre de droite de 'inégalité est égale & ]Ep(n)[T2] < +o00 et n’appa-
Q

raissent dans la deuxiéme intégrale que les deux premiers moments - finis - d’une gaussienne centrée.

L’intégrale située & gauche de 'inégalité est donc convergente.

On déduit de ce résultat de domination et de la convergence de [, [9(0,21,...,zn)|dz: ... dey
que llntegrale fRn (0,21,...,2n)dxy .. .dx, est dérivable par rapport a 0, et que sa dérivée vaut
fRn 70,21, .. ,zn)d2, ...dxn, sur Vintervalle | — A, A[ quel que soit A > 0, donc sur tout R. En
d’autres termes, ceci signifie que, pour tout 6 € R,
d d 0
@]Epgn)[T] = =2 - 9(0,x1,... ,1,)dxy ... dxy = - 6—‘;(9,:1:1, ey Tp)dry . dTy,
0
= / T(z1,... ,mn)ﬁ(ml,... ,Zp)dzy ... dTy
n 00
Odln
= / T(z1,... ,%n) 60f0(331,--- 2 Zn) fo(Z1, ..., xp)dxy ... dy

Epg") [Talnf.g(xéb... ,:cn))]



c’est-a-dire que T est un estimateur régulier. On en déduit aussi que le biais E,)[T] — @ est bien
e

dérivable.
Comme T est régulier, il résulte de 'inégalité de Fréchet-Cramer-Rao que

n n

dE, o [TT\* dO+b0)\21  (1+b(9))?
rm - ()

var, ) (T) >
py(T) 2 < de dé
D’autre part, on sait que le risque (quadratique) est la somme de la variance et du biais au carré;

d’ont
1+b'(6))?
R(0,T) = b*(0) + var,w)(T) > b*(6) + %
2]
c) Si T est un estimateur meilleur que X, son risque est plus faible que celui de X. Or R(9, X) = 1/n
quel que soit 6. Il en ressort que

REETI0)s

> RO,T) > 1(60) +

7

SN

ce qui est l'inégalité demandée. On en déduit quel que soit 6

b*(6)
(14'(9)?

VAN VAN
=3

ce qui implique que b soit une fonction bornée et que 1+ b'(#) soit compris entre —1 et 1, autrement
dit que b'(6) € [—2,0] quel que soit §. Puisque b’ est une fonction négative, il s’ensuit que b est
décroissante. On en déduit que b, fonction décroissante et minorée, admet une limite en +o00, que
Pon notera I, et qui vaut infyger b() ; on en déduit de méme que b, fonction décroissante et majorée,
admet une limite en —oco, que 'on notera [, et qui vaut supgep b(6). Supposons I # 0. Il existe
alors A € R tel que

1
Vo> A [b(8)| > i+ ]

(b ne tendant pas vers 0, il existe un voisinage de l'infini ]A, +oc[ ou b est hors du voisinage
] — 3114, 3|14 ][ de 0). Cela implique que pour tout § > A, on ait

(1+0'(0)°
n

Vo > A b’(())g,/1-%li—1<o,

Vo > A b(0):b(A)+/9b’(u)du§b(A)+(0—u)( 1-2p2 —1)
A

< -0 <--501%

S|
-

S|

D’ot 'on déduit

puis

4+

Cette inégalité a pour conséquence limg_, 1, b(f) = —oo. On montre exactement de méme que si
onal_ #0,alors limy_, , b(#) = +oo. Donc, si les limites I et I_ ne sont pas toutes deux nulles,
alors b n’est pas bornée.

d) Si T est un estimateur de # meilleur que X, alors, d’aprés la question précédente, son biais b
est borné, décroissant, et ses limites en l'infini sont alors nécessairement nulles. Il s’ensuit que b
elle-méme est la fonction nulle. Donc T est sans biais. Or, d’aprés la question a), un estimateur



meilleur que X est forcément biaisé. Il y a 1a une contradiction. Il n’existe donc pas d’estimateur
de 6 meilleur que X, qui est par conséquent un estimateur admissible.

3) On sait qu’une régle de décision de risque constant et admissible est minimax. D’aprés les
questions 1c) et 2d), X est un estimateur de risque constant et admissible. Il est donc minimax.

; (dz,t)
4) a) Soit € R quelconque. Sous P,
loi, telles que

, (Xi,1 > 0) est une suite de v.a. indépendantes de méme

+oo _(u=6)?

e 3
Bl = (=0 [ jul*——du+tia

—00
= (1= t)Ep,[|X;|] + t]z| < 400
On déduit alors de la loi forte des grands nombres que la moyenne empirique X (n) converge ]P’g‘s”’t)-
p.s. vers ]Ep(sm,t)[Xl]. Autrement dit, X, (0, d,,t) existe et vaut
e

oo(,0z,t) = ]]‘:P(Ls:c t)[X]_ (1- t)E]pg[Xl] +tx = (1-1)0 + tx.

Il s’ensuit que at = (), 0,,t) =z — 6, et donc que

0T
ot

sup
z€eR

(0,(51.,0)‘ = +o00.

La famille d’estimateurs (X (n)),>1 n’est donc pas robuste.
b) Soit ¢ telle que 1)(X1) = Ep,[ly<x, |X1] Pg-p.s. Alors

@) = Ee,[ly<x,|Xi =1
= Be,fly<.|X: = 7]
= Fp,[ly<s] car Y est indépendante de X;
= Pp(Y <z) = ¢(z)

D’ou il ressort qu’effectivement ¢(X;) = ¥(X1) = Ep,[ly<x, |X1] Ps-p.s. On en déduit

Epg[¢(X1)] = BEp, [Ep,[ly<x,|X1]] = Ep, [ly<x,]

car, sous Py, > est une gaussienne centrée réduite. Comme ¢ est bijective, on en déduit la
formule demandée, & savoir 6 = v/2¢~! (Ep, [#(X1)]).

c¢) La méthode de substitution consiste & remplacer I’espérance Ep, [¢(X;)] par I’espérance empirique
L3 i1 ¢(Xi). On en déduit la famille d’estimateurs

(Un — V24! <% iqﬁ(Xi)) > 1) .

Sous Py (= I["é"’tzo)) comme sous ]Pé”’t), la famille (¢(X,)n > 1) est une suite de v.a. indépendantes,
de méme loi et bornées donc intégrables. Il résulte alors de la loi forte des grands nombres que

Y-X:46

v,t
nllgloonz¢ = Eponl(X1)] PY-p.s



Comme ¢! est continue (c’est la réciproque d’une fonction strictement monotone et continue), on
en déduit que Pg"’t)-p.s. U, converge vers Uy, (8,v,t) = \/§¢_1(Ep(u,t)[¢(X1)]).
e

d) Soit z € R quelconque. Comme Epgaz,;)[qb(Xl)] = (1 = )Ep,[¢(X1)] + to(z) = (1 —t)d(8/v/2) +
to(x), il s’ensuit le calcul :

1
5 (L D90/ V) + 19(2)
2/(6(0) — 600/VD) exp (307 (1= 060/V8) + 19(2)) )

U
7(9; v,t)

V2(p(z) — $(6/V2)) prp

Quand ¢ tend vers 0, 24 (0, v,t) tend vers 2y/7(d(z) — $(0/v/2)) exp (367 (4(6/v/2))?), qui est
borné uniformément en z car ¢(x) appartient a ]0,1[. On en conclut que (U,,n > 1) est une suite
robuste d’estimateurs de 6.



