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Exercice 1

Soit X1, Xo,..., X, Y1, Y5,...,Y,, 71, Z,,...,Z, des variables aléatoires indépendantes de loi
normale de méme variance 0 > 0 . On suppose que leurs espérances vérifient F(X;) = my,

E(Y;)) =mget E(Z;)) =my+mg ,pouri=1,2, ... ,n, m; et my étant deux réels.
On pose :
X=1yx v=1yw z-1yz
_nz‘:1 Z _ni:1 Z _ni:1 Z
§h = — i(Xi—Y)Q $= LS oTp sp=— f%—?)?
n—ll_:1 n—lizl n—lz_:1

1. On suppose o2 connu, m; et msy inconnus.

(a) Donner la densité de la loi de (X1, Xo,... , X, Y1, Yo, ..., Y0, 21, Zo, ..., Zy).
Justifier que le modele statistique considéré est exponentiel.
Montrer qu’il existe une statistique exhaustive compléte minimale pour (my, my) € R?
et donner son expression & I'aide de X, Y et Z.

(b) Soit (a,b) € R%. Déterminer les estimateurs sans biais de am; + bmo qui sont des
combinaisons linéaires de X, Y et Z et des fonctions de la statistique exhaustive
complete précédente.

(c) Justifier qu’il existe un unique estimateur S de am; + bmy qui soit sans biais uni-
formément de variance minimum parmi les estimateurs sans biais de carré intégrable
de am; + bmsy. Calculer sa fonction de risque.

Comparer S et aX + bY pour Iestimation de am; + bms.

2. On suppose m;, mey et o2 inconnus.

(a) Justifier que le modele statistique considéré est linéaire et le décrire sous la forme
matricielle habituelle U = X 3 + € en indiquant ce que sont ici U, X , (3 et e.
Le modele est-il régulier ?



(b) Donner les estimateurs de m;, my et 0% obtenus par la méthode des moindres carrés ;
on les exprimera a l'aide de X, Y, Z, S%, SZ et SZ et on vérifiera que Pestimateur de
o? peut étre mis sous la forme A\(S% + SZ + S%2) + w(X +Y — Z)%, X et u étant deux
réels que ’on donnera.

(c) Soit (a,b) € R? , donner I'estimateur des moindres carrés de am; + bms.

Exercice 2

On considére un n-échantillon (X1, Xs, ..., X,) de la loi de densité fy, par rapport a la mesure
de Lebesgue sur | — 1, 1], définie par :

Vo €] —1,1], folz) = T(l — |z[)’

6 étant un parametre inconnu appartenant a | — 1, +-00].

1.

Donner la densité de la loi du n-échantillon et montrer que le modele statistique considéré
est exponentiel.

Proposer une statistique exhaustive minimale pour 6 €] — 1, +0o0[.

On pose
1 n
2 2ol - %)

Donner les valeurs de Ey(T,) et Vary(T,).

1
Donner la loi limite de /n(7,, + 0+—1) quand n tend vers l'infini.

Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance 0/; de #. Montrer qu’il est fortement
consistant et asymptotiquement normal (donner la variance de la loi limite).

On souhaite tester I'hypothese Hy : 6 < 6y contre I'hypothese H; : 0 > 6y au seuil a.
Justifier qu’il existe un test uniformément le plus puissant et donner sa forme générale.
Dans le cas ou a = 0,01, 8 = 1 et n = 100, donner une approximation de la région critique
en utilisant la question 3 ( on donne que P(N < 2,326) = 0,99 si N est une variable
aléatoire de loi normale A/ (0, 1)).



