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On observe une suite (X,),>1 de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi normale
N(0,0?) , 0% étant connu et § étant un parametre réel inconnu.

On veut tester Hy : 6 = 0y contre H; : 6 = 6, ou 6, et #; sont donnés, 6, < 6, .

1. (a)

n € N* étant fixé, donner , a 1’aide de la fonction réciproque de la fonction de répartition
de la loi N(0,1), le test optimum au seuil « fondé sur 1'observation du n-échantillon
(X1, Xo,...,X,) . Quelle est sa puissance et comment varie-t-elle en fonction de la
taille n de ’échantillon a seuil « fixé ?

Déterminer completement le test et donner la valeur de sa puissance dans le cas ou
02=1,0=1,0,=1,5,a=0,05et n =236 puis n = 100.

Donner , & 'aide de la fonction réciproque de la fonction de répartition de la loi A/ (0, 1),
la valeur ngy du plus petit des entiers n pour lesquels le test optimum au seuil a de H)
contre H; , fondé sur I'observation du n-échantillon (X;, Xs, ..., X,), soit de puissance
supérieure ou égale a (3 fixé.

Calculer ng dans le cason 0? = 1,60y =1, 0, = 1,5, a = 0,05 et 3 = 0,95 ( on donne
16 x (1,645)% = 43, 3).

On note py la densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R de la loi NV'(6,02) et

on pose :
Do, (Xl)

Ds, (Xl)

Z1:1n

Calculer Ey,(Z,) et Ey (Z1).

On considere le test séquentiel séquentiel du rapport de vraisemblance, fondé sur
'observation de la suite (X,),>1, de niveau « et de puissance 3 donnés. Soit N le
nombre d’observations effectuées. Donner des valeurs approchées de Ey,(N) et Ey, (N).
Calculer ces valeurs approchées dans lecasot 0?2 =1,6,=1,60, =1,5, a = 0,05 et
B =0,95 (on donne 7,2In19 = 21,2 ). Comparer avec ng et conclure.



Exercice 2

On considére un n-échantillon (X, X, ..., X,) de la loi de densité fy, par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R, , définie par :

£E2

Ve e Ry, folz)==x § 2 Ing

6 étant un parametre inconnu appartenant a |1, +ool.

1.

Donner la densité de la loi du n-échantillon et montrer que le modele statistique considéré
est exponentiel.

Proposer une statistique exhaustive minimale pour 6 €1, +o0.

On pose :

n

T, = %Zx}

i=1

Justifier que 77, est un estimateur uniformément de variance minimum parmi les estimateurs
- 1

sans biais (UVMB) et efficace de —

Ing
1 .
Justifier que la suite (7},),>1 est une suite d’estimateurs de o fortement consistante
= n
1
et asymptotiquement normale ; donner la variance de la loi limite de /n(T},, — m) en
n
8
admettant que Ep(X}) = ——.
q 9( 1) (ln 0)2

Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance 0/7; de 6. Montrer qu'il est fortement
consistant et asymptotiquement normal ; donner la variance de la loi limite de y/n (6, — ).

Calculer de deux faons I'information de Fisher apportée par le modele statistique au sujet
de 0 et vérifier que 6, est asymptotiquement efficace pour ’estimation de 6.



