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Ex 1.
1. Les variables X; étant & valeurs dans N, on choisit comme espace des
observations du modéle statistique associé a (X,...,X,) ’ensemble Q =

N, muni de la tribu de Pensemble de ses parties P(2). La famille de lois
{113’9,0 €0 = Ri} définies sur 2 est dominée par la mesure de comptage
Niq sur (), et est caractérisée par

d
Vo €, dj\?_m(:c) = Pp((X1,---,Xn) =(21,--- ,%4))

UNIVERSITE

n
= H Py(X; = z;) car les X; sont indépendants entre eux
i=1

02?:1 Ti _nb B
= me = exp (Q(O)xn - 90(0)) h(‘”)
avec
Q(0) = nin(d), 7, = %éx o(6) = né et h(z) = H%lcv'

On reconnait donc un modéle exponentiel dont X,, est une statistique
exhaustive. Comme l’ensemble )(©) = R contient un ouvert de R, on en
déduit en outre que la statistique X,, est compléte et minimale.

2. Comme @ est une fonction dérivable, de dérivée Q'(6) = n/6 continue
et ne s’annulant pas sur ©® = R} qui est un ouvert de R, on en déduit
que le modéle est régulier, et que X,, est une statistique réguliére, et un
estimateur UVMB et efficace de son espérance

9(0) =Fy [Xy] =Eg [X1] =0

De plus, comme X,, est un estimateur efficace, il y a égalité dans I'inégalité
de Cramer-Rao, et on en déduit le calcul de 'information de Fisher I,,(0)

du modéle : R
!
N0 .

n
varg(X,)  Lvarg(X;) 8

ou l’on s’est servi du fait que varg(X;) = 6.
3. Ona

0 = varg(X1) = By [X?] - E[X1)* = ¢ (Eo [X1], B [X7])




avec q(u,v) = v — u2. La méthode de substitution consiste &4 remplacer
les espérances par les espérances empiriques; on en déduit I’estimateur
(fortement consistant) de 6 :

. 1 < 1 & 1< 1 < 2
0(X):q<EZX,~,EZX§> :EZX’?_ (52)(2')
=1 i=1 =1 =1

On reconnait la variance empirique non corrigée.

. Comme Eg [|X1|] = Eg [X1] = 6 < 400, on déduit de la loi forte des grands
nombres que

) 1
sous Py, lim —
n—+oon

ZXz' =K [Xq] =10
=1

Puisque X,, tend Py-p.s. vers 8 et 1/n vers 0, quand n tend vers 400, on en
déduit que T = (X,, +1/n)/(1+1/n) tend aussi Pp-p.s. vers §. Autrement
dit, T est fortement consistant.
Calcul des fonctions de risque :

RO.X,) = vary (%) = 0

R(,T) = varg(T)+ (K [T] - 6)*
_ varg (X)) <0 +1 )
+ 9

2 1
(1+3) I+5

3 9 +<1—0)2
n(ie)’ \LEn

Comparaison des fonctions de risque :

2

1

lim R(§,X,) =0et lim R(Y,T)=——
#—0+ (1 + n)

6—0+

Dans un voisinage de 07, le risque de X,, est donc plus faible que celui de

T.
1

n (1 + %)2
En 1, le risque de X,, est donc plus élevé que celui de T'. On en conclut
que les fonctions de risque de X,, et de T' ne sont pas comparables.

R(1,X,) = % ot R(1,T) =

. Le risque maximum de X, sur ]0, 1] est

_ 1
sup R(#,X,) = sup (§> = -
6€]0,1] 6€lo,1] \ "1 n

Pour calculer la valeur maximale prise par R(6,T), remarquons que cette
fonction est une parabole convexe, et qu’elle atteint donc son maximum
aux bornes de l'intervalle sur lequel on 1’étudie ; ainsi

1 1 1
sup R(0,T) = max (R(0,T),R(1,T)) = max 5 5| =
9€]o,1] (I+n)" n(1+1)



Il en ressort que T a le plus faible risque maximum, et qu’il est donc
meilleur que X, au sens du risque minimax.

6. Calcul des risques bayésiens (& 1’aide de lindication) :

+oo
R(v,X,) = / R(6,X,)dv(6) = R(6,X,)e ?do

0
+oo 1
= 1/ Beldh = —
n

n Jo
R(v,T) = / R(6,T)dv(6) = /0 +OOR(@,T)e*%z@
+oo

I (mii)? i (:2)2) ¢

1L 1-2+42 1
n(e ) e e

Le rsique bayésien de T relatif a la loi a priori v est plus faible que celui
de X,, (T est d’ailleurs 'estimateur bayésien de 6 relatif a v).

Ex 2.

1. Les variables X; étant & valeurs dans R, on choisit comme espace des
observations du modéle statistique associé & (X71,...,X,) ’ensemble Q =
R™, muni de la tribu borélienne B(2). La famille de lois {Py,6 € © = R}
définies sur () est dominée par la mesure de Lebesgue g sur (2, et est
caractérisée par

dP - 5 g TH
Ve Q, —(a) =[] folw:) = e~ Zim ot [ 10,29

dAjg i=1 =1
Posons z(;) = min(zy,...,Z,); On remarque que H?:l lo;>0 = 1w(1)20=
d’ou il vient
dPy g
Vz S Q, m(l’) =e€ i $1+n61w(1)20 =90 (w(l))h(x)

avec
go(u) = 1,5 et h(z) = ¢~ T

On déduit alors du théoréme de factorisation que X1y est une statistique

exhaustive.

2. Calculons la fonction de répartition de la loi de X (1) : quel que soit ¢ € R,

Fxo,(t) = Pyg(Xq)<t)=1-Py(Xa) >1)
= 1-Pe(Vi=1,...,n, X;>1)

n
= 1-— H Py (X; >t) car les X; sont indépendants entre eux
i=1

= 1—P9(X1>t)n



1sit<¥d

Bo (Mo > 1) = { t+oo e Ody =e -0 git >0

On en déduit la fonction de répartition

0sit<@
FX(l)(t) = { 1 _efn(tfa) sit> 9

puis, en dérivant, la densité de la loi de X () par rapport & la mesure de
Lebesgue sur R :

X 0sit<@ —n(i—
VEER, fyV(t)= { nemt=0) gi ¢ > g } = e

Pour montrer que X(;y est compléte, supposons qu’il existe ¢ borélienne
intégrable telle que Ey [a,o(X 1) )] = 0 quel que soit # € R. On peut supposer
de plus que ¢ est continue. Alors I'hypothése implique

+oo
Vo € R, / o(t)ne ™t=dr =0
0

ce qui implique
Vo € R, /+°° p(t)e ™dt =0
On dérive par rapport a 6 l’expri:ssion ci-dessus, d’ou il appert que
VO e R, @@)e ™ =0

et 'on en déduit que ¢ est la fonction nulle. On a ainsi montré que X(;) est
une statistique compléte. Comme toute statistique exhaustive et compléte
est aussi minimale, il s’ensuit que X(;) est aussi minimale.

. Soit z € €. Cherchons la valeur du paramétre § qui maximise la vraisem-
blance du modéle

L((Q, ;1;) —e” i $i+n91w(1)29

Sur lintervalle | — 0o, z(1)], la fonction 6 — L(0,z) = e~ Yisazitnl ogt,

croissante et atteint donc son maximum en (1) ; sur intervalle ]z (;y, +o0],
cette fonction est nulle. On en déduit

sup L(0,z) = L(z(1), )

9co
Autrement dit, I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est la
statistique X ().

. Calcul de By [X(y)] :

+oo

+oo
By [Xy] = / tne~ (=0 gt = / (E + 60)e™“du en posant u = n(t — )
0

0 n
1
= — 4 6 d’aprés ’indication de I’exercice 1 question 6
n
On en déduit que X(;) — % est un estimateur sans biais de 6, fonction

d’une statistique exhaustive et compléte; c’est donc I'estimateur UVMB
de 6, d’aprés le corollaire du théoréme de Lehmann-Scheffé.



5. Calcul de Eg [X,,] :

+oo
Ey [X,] B [X1] = /9 te=t=0qt

“+oo
/ (u+ 6)e “du en posant u =t — 0
0
= 1+6

I en résulte que X, —1 est un estimateur sans biais de 6, et que By [X,, — 1| X(1)]
est I'estimateur UVMB de 6 d’aprés le théoréme de Lehmann-Scheffé. D’ou
Ey [Xn - 1|X(1)] = X(l) — % On en déduit

_ 1
B [XnlX()] = Xy +1 -~
6. Montrons que X(;) est faiblement consistant : soit £ > 0 quelconque,
Py (|X(1)—(9| >E) = Py (X(l)—9>6) car X(l) 20
= P (X(1) >0 +5) = / ne =0 gt — e e
0+e

Il en découle que limp,_, 400 Py (| X(1) — 6] > ) = 0 quel que soit & > 0,
ce qui montre la convergence en probabilité de X ;) vers 6. La statistique
X(1) est donc faiblement consistante.

Montrons maintenant qu’elle est aussi fortement consistante. On sait,
d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, que sous I’hypothése

Ve > 0, ZP@ (|X(1) —0| >E) < +o0

n>1

alors X (1) converge Py-p.s. vers 6 quand n tend vers l'infini, autrement dit
X1 est fortement consistant. Or quel que soit € > 0,

_ 1
ZPQ (|X(1)—0| >E) :Ze ne = ppp— —1< +00
n>1 n>1
On en déduit le résultat attendu.

7. Déterminons la loi de n(X(;) — 6) : soit ¢ fonction borélienne bornée
quelconque ; alors

+oo
B [p (X =0)] = /9 o (n(t — 0)) ne "Vt
= /0+°° p(u)e”“du en posant u = n(t — 0)

La variable aléatoire n(X(;) — ) suit donc une loi exponentielle de para-
métre 1, pour tout n. Il en résulte bien évidemment qu’elle converge en
loi, quand n tend vers +o00, vers cette loi exponentielle.

L’estimateur Xy est-il asymptotiquement sans biais ?



— Premier sens : X(;) est asymptotiquement sans biais car son biais tend
vers 0

1
Ey [X(1)] =0+ n —nstoo 0

— Deuxieme sens : X (1) n’est pas asymptotiquement sans biais car le rap-
port de son risque et de sa variance ne tend pas vers 1

RO Xw) _ . (B [Xw]-0)°
varg (X(l)) varg (X(l))
0+ L—9)°
- 1o 6+5-9)
2 varg (n(X(1)-g))

en utilisant le fait que la variance d’une variable exponentielle de para-
meétre 1 est 1.

— Troiséme sens : X(1) n’est pas asymptotiquement sans biais car n(X ) —
#) converge en loi vers une loi d’espérance 1, non nulle.



