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Exercice 1

Soit X, X, -- -, X, des variables aléatoires réelles indépendantes telles
que, pour k = 1,2,--- n, la loi de X est la loi normale N (k6,1) o 6
est un parametre réel inconnu.

1)(2 1
On pose a, =Y ,_, k? et on rappelle que a,, = n(n + )6( nt )

1. Montrer que le modele statistique associé & X = (X1, X, -+, X,)
est exponentiel et régulier.

1 n
Justifier que T, = — Z k X}, est une statistique exhaustive complete
Gp,
k=1
et minimale.
2. On veut estimer le parametre 6.

(a) Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance 571 de
0; donner sa loi et sa fonction de risque.
Justifier que 6,, est une statistique réguliere et un estimateur
UVMB, efficace et faiblement consistant de 6.



(b) Soit m € R donné. Quelle est la loi a posteriori du parameétre
f sachant que X; = 1, Xy = x9,--- , X,, = 7, si laloi a priori
est la loi normale N'(m, 1) ? En déduire I'estimateur bayésien
0% associé ; donner sa loi et sa fonction de risque.

(¢c) Calculer les valeurs des fonctions de risque de 8, et 0% en
6 = m. L’estimateur @\n est-il optimal ?

3. On veut tester Hy : @ = 0y contre Hy : 0 # 0y 0 6 € R est donné.
Exprimer, & I'aide de la fonction de répartition de la loi N'(0, 1),
la_fonction puissance du test déterministe ¢ de région critique
[16n — 60| > ¢] , c € RY. Montrer que ce test est UPPB a son
niveau.

Donner la valeur ¢, de ¢ pour que ce test soit de niveau « ( on
exprimera c¢, a l'aide de la fonction réciproque de la fonction de
répartition de la loi N'(0,1) ).

Justifier que ]@\" — ca,é\n + ¢,[ est un intervalle de confiance au
niveau 1 — « pour 6.

Dans le cas ou n = 10, donner la valeur de ¢, pour o = 0,05 ( on
donne /385 = 19, 62).

Exercice 2

Soit Y = (Y1,Ys,---,Y,) un vecteur aléatoire gaussien de matrice de
covariance égale & 021, 0? > 0 étant inconnu.

On suppose que, pour k =1,2,--+ ,n, Yy = a+ bry + cx2 + €, ,0a, b
et ¢ sont des parametres réels inconnus, 1, s, - - - , x, des réels donnés
tous distincts tels que Y, zx = 0et >z} = 0et (e1,€2, -, €,)
un n-échantillon de la loi N'(0,0?).

IS 1~ 2
On pose t = ﬁ;xk et v = ﬁkz:;(xk_t) )
1. Onpose A=a+ctet f=(\bc).

Montrer que ’on peut écrire, matriciellement, F(Y) = X3 ou X
est une matrice que 1’on déterminera.
Calculer ‘XX et en déduire les estimateurs des moindres carrés
de A, a, b et c.
Donner l'estimateur de o2, noté 2, optimal dans la classe des
estimateurs sans biais.
Donner les lois des estimateurs précédents ( on donnera des ex-

pressions ou les valeurs de z1, 9, - - -, x, n’interviennent que par
celles de t et v).



2. On suppose, dans cette question, ¢ = 0. Déterminer les estima-
teurs des moindres carrés de a et b.

3. Justifier que, pour le test de I’hypothese Hy : ¢ = 0 contre
I’hypothese H; : ¢ # 0, la statistique du test de Fisher est égale a
n
D ke (@f — 1) ¥3)?

nuv o?
Sous I’hypothése Hy, donner la loi de cette statistique.




