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Exercice 1

Soit X1, Xo, ..., X, Y1, Ys, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes
de loi normale de méme variance égale a 1. On suppose que leurs
espérances vérifient E(X;) = Aet E(Y;) =p,pouri=1,2,...,n, Xet
i étant deux réels inconnus.

L 1 n o 1 n
O te X, = — XpetY, =— Y.
n note nkg k € nkgk

1. Donner la densité de la loi de (X1, Xo, ..., X, Y7, Y5, ..., Y,) par
rapport 3 la mesure de Lebesgue sur R?".

2. Déterminer les estimateurs du maximun de vraisemblance de ) et
L.

3. Déterminer le test optimun de '’hypothese Hy: A\ = 2 et p = 4
contre ’hypothése Hi: A = =3, au seuil a.
Dans le cas o o = 0,05, donner la région critique et la puissance
de ce test.



4. Déterminer le test du maximun de vraisemblance de I'hypothese
Hy: A =2 et y = 4 contre ’hypothese Hi: A\ # 2 ou p # 4, au
seuil a.

Vérifier que la région critique s’exprime en fonction de la variable

aléatoire L o
T, = n(X, — 2)* + n(Y, — 4)*

Quelle est la loi de cette variable aléatoire sous I’hypothese Hy 7

Que conclut-on, au seuil a = 0,05, si la valeur observée de T,, est
égale a 10 7

Exercice 2

Soit (Uy, Uy, - - - , Uy, V1, Vo, - -+, V,) un vecteur gaussien tel que (U, Uy, - - -, U,)

soit un n-échantillon de laloi N'(8y, 02) et (V1, Vs, - - -, V,,) un n-échantillon
de la loi N (f33,0?) et que, pour i =1,2,...,n, Cov(U;, Vi) = p.

Bi , B2 et o2 sont inconnus, p est connu et appartient & | — 1, 1[.

Pour 2 =1,2,...,n, on pose :
_ U=V vy, UitV
PNs e, Yi= =
2(1-p) 2(1+p)

1. Donner les loisde X; et Y;, 2 =1,2,...,n. Vérifier que Xy, Xo, ..., X,,, Y1, Y5, ...

sont des variables aléatoires indépendantes.

2. Justifier que le modele statistique lié a l’observation de Z =
(X1, Xo,..., Xy, Y1,Y5, ... Y,) est linéaire et le décrire sous la
forme matricielle habituelle Z = AfB + € en indiquant ce que sont
ici A, B ete

Le modele est-il régulier ?
Exercice 3
Soit (X1, Xy, ---,X,) un n-échantillon de la loi binomiale B(r, ), r €

N* étant connu, # étant un parametre inconnu appartenant a |0, 1] :

Vie{l,2,...,n}, Vk€{0,1,...,7}, Po(X; = k) = C¥ 0¥(1 — )" *
Onn tef—liX~
(0) n—niZI G-

1. Préciser le modele statistique associé a (Xi, Xo, -, X,,). Est-il
exponentiel ?
Justifier que X, est une statistique exhaustive, complete et mini-
male.
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2. Déterminer I'estimateur du maximun de vraisemblance de 6. On
le note S,,. Montrer que c’est un estimateur du parametre 6 uni-
formément de variance minimum parmi les estimateurs sans biais
(UVMB), efficace, fortement consistant et asymptotiquement nor-
mal.

X, +4¢
3. Soit @ > 0 et b > 0. On considere I'estimateur Ty, 3, = n+ =
7‘ —_
n
Calculer les fonctions de risque, pour ’estimation de 8, de 15,4,

et Sp,.

Vérifier que, pour ag = et by = /nr, la fonction de risque

*[3
3

de Tyy po,n €St constante.
Sy, est-il meilleur que Ty 5y n?



