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Ex 1.
1. Les observations sont réelles et positives. Le paramétre 8 est réel et stric-
tement positif. On considére donc le modéle statistique suivant

(Q=R}, A=B(R}),{Py,0 € © =R })

avec Py mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R’ , de densité le produit des densités des lois marginales,
car les X; sont indépendants entre eux :

Vr e Ry, dcf\ﬂ;gn (z) = Hfg(xi)
n . 1 n \
= Hz@" exp (—% ZI$,>
= exp(QO)T (x) — ¢ (9)) h(z)
avec
Q)= —%, T (z) = Zw%, p (@) =nlnb, h(z)= sz
i=1 i=1

1l s’agit donc d’un modéle exponentiel. On en déduit aussitot que T(X) est
une statistique exhaustive. Comme @ (©) = R* contient une boule ouverte
non vide, on en conclut que 7'(X) est aussi une statistique compléte, donc
minimale. Enfin, © est un ouvert, et @) est une fonction dérivable, de
dérivée Q' () = 1/26? continue ne s’annulant pas ; il s’ensuit que le modéle
est régulier, et que T'(X) est un estimateur UVMB, régulier et efficace de
son espérance.
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(On remarque dans ce calcul que X? suit une loi exponentielle de moyenne
26.) On en déduit que 6, = % >, X7 est un estimateur sans biais de
6. Comme il est fonction de la statistique exhaustive et compléte T'(X),
il est UVMB d’aprés le corollaire du lemme de Lehmann-Scheffé. D’autre
part, comme il ne différe de T'(X) que par une constante multiplicative,
c’est aussi un estimateur régulier et efficace de son espérance. Il y a donc
égalité dans l'inégalité de Cramer-Rao, ¢’est-a-dire

I,(6) = ﬂ avec g(0) = Ey [én]

wars (60)
s (80)

ot I, (6) dénote l'information de Fisher du modéle statistique. Or

. 1 - 1
varg (On) = W varg (Zl X,?) = R varg (Xf)
1=

car les X? sont indépendants et de méme loi. Comme X7 suit une loi
exponentielle de moyenne 26, sa variance est égale 4 46%. A défaut de cette
remarque, un calcul analogue & celui de ’espérance redonne ce résultat.
D’ou

—

On pouvait aussi calculer information de Fisher a Uaide des formules
I, (0) = varg (& In fo(X)) = —Ey [83—;2 lnfg(X)]. Mais on ne pouvait
utiliser I, (6) = ¢"(0), cette égalité n’étant a priori vraie que dans le
cas d’un modéle exponentiel canonique (méme si bizarrement elle donne
ici le bon résultat).

. Les variables aléatoires X?/2 sont indépendantes, de méme loi, et inté-
grables : By [|X?/2|] = 6 < +oc0. D’aprés la loi forte des grands nombres,
il en résulte que

1 n
5 2 XD —rnoteo By [XT/2] =0 Pyps.
i=1

Autrement dit, (én,n > 1) est une suite d’estimateurs de 6 fortement
consistante. Comme on a de plus Fy [(Xf/Q)Q] = 26? < 400, on peut
appliquer aussi le théoréme de limite central. D’ou sous Py
LS5 X2 L X2 .
2n Z‘L—l d IEO [27L Ez_l z] = % (en - 0) _>n—>+00 N(OJ 1) en 101
Vvare (& S, X2)

Ainsi 6,, converge-t-il en loi vers & une vitesse d’ordre \/n.

. Le risque est somme de la variance et du carré du biais, une formule
presque unanimement oubliée, ce qui peut expliquer que personne n’ait su



résoudre cette question.

R(6,T,) = B [(T.-6)]
= VaI‘g(T)—F]Eg[T -0

I
= vary () + (ens [3.] - 0)’

42
- %W( —1)* = 0*P(cn)

avec P(x) = % + (z — 1)2. Le risque de 6,, est donc bien proportionnel &
62. Cherchons la valeur qui minimise P :

4 4 1\’
P(x)=x2(1+—>—2x+1=(1+—> (a:— 4) + cte

Le minimum de P est donc atteint en ¢, = ;7= # 1. D’ot

1 A _n2 1 2 _ N
Vo > 0, R((),E&L) _0P(1+%> <0 P(l)_R(G,Hn)

Il appert ainsi que én, quoiqu’estimateur UVMB et efficace de 8, n’est pas
admissible.

Ex 2.

1. Les observations sont réelles. Le paramétre 6 est réel. On considére donc
le modéle statistique suivant

Q=R", A =B(R"),{Py,0 € © =RY})

avec Py mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R”, de densité le produit des densités des lois marginales,
car les X; sont indépendants entre eux :

vz e R, 0 () = f[fa(xi)

dARn i—1
= e XTI gy (@)
i=1
= e_Ziﬂ=1zi+n01[9,+oo[(x(l))
avec (1) = min(z1,...,7,). Cette densité est de la forme gg(z(1))h(),
avec go(u) = €1 1 oof(u) et h(z) = e~ Xi=1 % D’aprés le théoréme de
factorisation, la statistique X(;) = min(Xj,...,X,) est exhaustive.

Déterminons sa loi :

Py (X(1) > u) Py (X1 > u,..., X > u)
n

= H Py (X; > u) car les X; sont indépendants
i=1

= Py (Xy >u)" car ils ont méme loi.



1 siu<6
PG(X1>U):{ et siu>0

1 siu<8é
PG (X(l) > U) = { ena—nu siu ; 0

On en déduit que la loi de X1 est absolument continue par rapport & la
mesure de Lebesgue sur R, de densité

0 siu <6

1
VUERJ fa( )(u):{ _m:nenafnu siu>6

} = ne™ " 1y 4 oo (1)
du

Montrons que X(;) est une statistique compléte. Soit f une fonction boré-
lienne quelconque, telle que pour tout 6 € R, f(X(y)) soit intégrable sous
Py, et Eq [f(X(l))] =0.Or

+oo
VOeR, K [f(Xq)] =0 < VOeR, / fw)ne™"dy = 0
9
+oo
— VOeR, / fwe ™ ™du =0
9

Cette derniére assertion implique que f(u)e ™" est Lebesgue-presque par-
tout nulle.

Rappelons largument : on montre facilement que cela implique que pour
tout intervalle puis tout borélien borné A, fj;o 14(u)f(u)e ™ du =0; on
applique ce résultat 6 A = {u/f(u) > 0} N[—N, N], et on en déduit que f
est Lebesgue-presque partout négative sur [—N, N|, donc sur R; pour une
raison symétrique, on en conclut que f est Lebesgue-presque partout nulle
sur R. Mais on pouvait aussi supposer f continue et dériver l'intégrale.
1l s’ensuit que f(u) est Lebesgue-presque partout nulle, donc que f (X(1))
est nulle Py-p.s. Ce qui prouve que X () est bien une statistique compléte.
Comme elle est aussi exhaustive, on en déduit qu’elle est minimale.

Le modéle n’est pas régulier pour plusieurs raisons : notons simplement
que le domaine ou -42¢ (z) > 0 dépend de 6, et que cette densité n’est pas

dApn
dérivable par rapport},Q A 0 sur tout R.

. Soit z € R"™. On note la vraisemblance

dP =53 . zit+n
L(6,2) = g (@) = e =g (o))

On cherche 6,(z) tel que L(B,,z) = supger L(8, ). Or la fonction 6§ —
L(6,z) est nulle sur ]x(;), +oc[, et & 'évidence croissante sur | — 00, z(y)]-
Son maximum est donc atteint en § = z(;). On a donc L(z(),z) =
supger L(8, r), autrement dit 6, = Xa)y-

Soit € > 0 quelconque. Calculons Py (|én -6 > 6) :

Py (|én -6 > 6) =Py (Xy—0>¢)=¢ ™



D’ou
—E
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D’apres le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que 6,, converge Py-p.s.
vers  quand n tend vers Uinfini, i.e. (6,,,n > 1) est une suite d’estimateurs
de 0 fortement consistante.

De plus, Py (n(én —6) > u) = e~ %, ce qui signifie que n(6,, — ) suit une
loi exponentielle de paramétre 1. On en déduit que n(6,, — §) converge (!)
en loi quand n tend vers l'infini vers une loi exponentielle de paramétre 1,
donc que 6,, converge en loi vers 6 & une vitesse d’ordre n.

n 400 o +oo _ 1
Fy [0,1] = une™ ™du =0 + une” ™"du = 0 + -
0 0

Donc 6, — L = X(1) — + est un estimateur sans biais de 6, qui est fonction
d’une statistique exhaustive et compléte. D’aprés le corollaire du théoréme
de Lehmann-Scheffé, c’est ’estimateur UVMB de 6.

Ex 3.

1.

(a) Il'y a CY; combinaisons possibles de 6 chiffres parmi 49, toutes équi-
probables lors du tirage. Une seule donne droit au gros lot. La pro-
babilité de le gagner vaut donc

1 6!
Do = oo T a9x48x - x4

~ 7151078
1 7,15.10

(b) Si chaque pari a probabilité pg de gagner, et que les paris sont indé-
pendants, alors le nombre de paris gagnants du gros lot est la somme
de N variables aléatoires de Bernouilli de paramétre pg, et indépen-
dantes. Le nombre de gagnants suit donc une loi binomiale B(N, pg).
Or N est trés grand, et Npg est de I’ordre de quelques unités. On est
donc dans la situation ou la loi binémiale peut étre approchée par
une loi de Poisson. Rappelons qu’en effet

Jlim BN,py) = P(0)

si limy 400 Npn = 6. On modélise donc le nombre de gagnants &
chaque tirage par une loi de Poisson P(Npg).

(c) Les observations sont entiéres, indépendantes, et suivent des lois de
Poisson. Le paramétre N est entier. On considére donc le modéle
statistique suivant

(Q=N,A4=P(N?),{Py,N € ©=N})
avec

o~ Noe (Npe)™t o—Nps (Npg)™2
1171! 332!

exp (Q (V) T(z) — ¢(N)) h(z)

VzeN?, Py({z}) =



ot Q(N) = In(Npg), T(z) = 21 + x2, ¢(N) = 2Npg et h(z) =
(z1!22!) L. 11 s’agit donc d’un modéle exponentiel, et T'(X) en consti-
tue une statistique exhaustive.

Que N fut le paramétre n’a été trouvé par personne...

Remarque. Curieusement, on peut noter que 7'(X) n’est pas une
statistique compléte. En effet, si on définit f par f(2p) =0et f(2p+
2p+1

1) =(-1)? (plﬁ) pour tout p € N, alors,
— f(T(X)) n’est pas nulle presque siirement.
- VN eN, Ey [|f(T(X))]] < +oo.
- VN eN, Ey [f(T(X))] =sin(2aN) = 0.
On peut méme montrer que 7'(X) n’est pas un estimateur UVMB
de son espérance : il suffit de considérer T'(X) + e f(T (X)) pour des
€ proches de 0 pour élaborer un contr’exemple. Mais on pourrait
néanmoins montrer que 7(X) est une statistique minimale.
On observe que N = pl—GIEN [X1]- On en déduit Pestimateur de N par
la, méthode des moments en remplacant ’espérance par ’espérance
empirique :

L1 x 1 x)

ps2 2
On observe aussi que N = _=varn(X1) = o= (En[X7] — En[X1]?).

On en déduit 'estimateur de N par la méthode des moments :

" (% (x2+x3) - (5 (04 1)) )

On considére le premier des deux estimateurs précédents, & savoir
T(X)/(2pg). Cest un estimateur sans biais. D’aprés 'inégalité de
Bienaymé-Tchébycheff, on a pour tout € > 0,

T(X) 1 T(X) 11
P - N < = = - T(X
N (‘ 200 ‘ >5) < 3 varN( 20 Ry vary (T'(X))
1
= —— (2N R
4pie? (2Npe) 2pge?

car T(X) suit sous Py une loi de Poisson de paramétre 2Npg, de
variance 2Npg. D’ol

ou encore

Or

2
‘T(X)—N‘gs i(z}(T(X)—N> §52£4=>P(N)50
2pe 2pe 2ps 2ps




avec

P(u) = u® — % (2T(X) + &) + (ng))

Les racines de ce polynéme sont

re(X) = Ins (ZT(X) +e2+ \/(2T(X) +e2)° - 4T(X)2)
= % (27(X) + 2 + AT (X)e” + ¢7)

On a donc P(u) < 0<= u € [r_(X),r7+(X)]. En choisissant 1/e% =
a, on obtient ainsi un intervalle de confiance de seuil 1 — « : pour
tout N € N,

IPN(Ne[ (2T(X) 5—,/@+$),
L <2T(X) §+\/4T(§—X’+§>Dzl—a

On suppose désormais que N est aléatoire, et on le modélise par une
gaussienne dont il s’agit de déterminer la moyenne p et la variance
o2. On note P la loi de (X1, X2, N). La loi conditionnelle de (X1, X>)
sachant N est Py. Dans ce cas, la moyenne du nombre de gagnants
est

m = E[X\] = E[E[X,|N]] = E[Nps] = s

On suppose donc pu = m/ps. De plus,

s* =var(X;) = E[X]]- 1
= E[E [XllN]] E[Npo]”
E [Nps + (Npg)?] — E[Npg)®
= E[Npe] + var(Npg) = m + o°pg
On suppose donc o2 = (s> —m)/pi.

Déterminons la loi a posteriori de N, autrement dit la loi condition-
nelle de N sachant (X1, X5) = (21, 22). Cette loi a pour densité par
rapport a la gaussienne N (u,o?)

dzy,zo (N) = T Py (i(xla z2)}) 1
/— P ({(@1,22)}) 2mo? €xp (_T,z(N - H)Q) dN
N$1+zze—2Np6

oo + 2N 1 1
NT1TP2e72VP6 __—__ ex N — dN
/_oo V2mro? P ( 20 207 g )




L’estimateur bayésien de N est donc

oo 1 1 )
Nq;m,zz (N) exp |\ — (N - p‘) dN
o

o V2o 202
T e _ L L (N =+ 2peo®)? ) AN
——exp| ———= — o
B - o2 P 202 H Ps
——exp| ——= - o
. Imo2 p 202 Y De
E [Zw1+$2+1]

]E[Zwl-i-wz]

avec Z ~ N (u — 2pgo?,0?).



