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Ex 1.

. Vrai. Si X et Y sont deux processus faiblement stationnaires indépendants

de fonctions d’autocovariance vx et vy, alors X +Y est aussi un processus
faiblement stationnaire de fonction d’autocovariance vxiy = vx + 7v-
Si X et Y sont de plus des processus MA, alors yx et vy s’annulent &
partir d’un certain rang; il en est donc de méme pour vyxy. Or cela est
caractéristique d’un processus MA.

. Vrai. Si X et Y sont deux processus faiblement stationnaires indépendants

tels que ¢(B)(X) =eet Y = 6(B)(e'), alors X +Y est aussi un processus
faiblement stationnaire tel que ¢(B)(X +Y) = e+ ¢(B) o §(B)(g'). Or le
processus € + ¢(B) o0(B) (') est un processus MA comme somme de deux

processus MA indépendants (cf question précédente). Ce qui montre que
X +Y est un ARMA.

. Faux (sauf cas particulier). Exemple : X = ¢ et Y faiblement stationnaire

tel que (I —0,5B)(Y) = &' avec ¢ et &' indépendants. Alors X + Y vérifie
(I-0,5B)(X+Y)=({—-0,5B)(e) +¢'. La fonction d’autocovariance de
(I —0,5B)(g) + €’ ne s’annule pas en 1, mais s’annule & partir du rang 2 :
il s’agit donc d’'une MA(1). Autrement dit, X +Y est un ARMA(1,1).

. Vrai. Un processus faiblement stationnaire dont la fonction d’autocorréla-

tion s’annule & partir du rang 1 inclus est un bruit blanc faible ; sa fonction
d’autocorrélation partielle s’annule donc aussi & partir du rang 1 inclus.

. Faux. Il existe une représentation de Wold pour tout processus faiblement

stationnaire.

. Vrai si le processus ARMA posséde une représentation inversible. En effet,

si X est un processus ARMA tel que ¢(B)(X) = 6(B)(¢), alors la densité
spectrale vaut
1 2

"o

H(eia)
p(et?)
Elle s’annule si et seulement ’il existe §, tel que 8(ei%) = 0, autrement
dit si la transformée en z de §(B) s’annule sur le cercle unité.

fx ()

Faux, si la période est connue. Par exemple, un modéle du type Y; =
a cos(tw) + (B sin(wt) + X avec a, 3 paramétres et X bruit corrélé modélise
une tendance périodique.

. Vrai. Un bruit corrélé n’est autre que I'image par une transformation li-

néaire inversible d’un bruit blanc ordinaire qu’on peut dés lors tester.
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9. Faux. Un processus ARIMA(p, d, q) n’est pas faiblement stationnaire dés
lors que d > 1.

10. Faux. L’histoire ne se répéte pas... Un processus d’innovation est une fa-
mille de variables décorrélées, et ne peut étre périodique que s’il est nul.

Ex 2.

1. X est un processus AR(2), Y un ARMA(1,1) et Z un MA(2).
— On a ¢(B)(X) = € avec ¢(z) = 1+ 1,6z + 0,822. La représentation
est inversible de nature pour un processus AR. Elle est causale si et
seulement si ¢(z) ne s’annule pas sur le disque unité. Or

00 = (1+ 557) (1 =573

Les racines sont donc de module strictement supérieur & 1, la repré-
sentation est donc aussi causale. On en déduit que € est le bruit blanc
d’innovation de X. Notons

1 2
ﬂ = m = % et a= arctan(1/2)
Alors
1 1
¢(z) (14 2Bei@) (1+ 2feie)
1 1 1 1

1—e2ia ] 4 zfBeic + 1—e2ia] 4 zfeie

. e—iua eiua
= Z(_l) Y (1 — e2ia + l_e—2ia>

u>0

= ﬁ Z(—l)uzuﬂu <ei(u+1)a _ e_i(u+1)a>

u>0

On en déduit

Vi€ Z, Xi=¢(B) He) =

et, pour tout ¢ > 0,
vx(t) = cov(Xy, Xo)
1
= 2 Z Z 1)*B%sin ((u+ 1) @) (=1)°B?sin ((v + 1) @) cov (et—u, € )

sin (a u>0v2>0

0.2

= da@p DN s (¢ v+ Da)sin (v +1)a)
v>0



car cov(gy_y,€_y) = 028y—¢1y- DOl

o2

vx(t) = ———(=1)ip ZBQU (cos(ta) — cos ((t + 2v + 2) a))

2sin (a)’ =

PPN (cos (ta) ( eilt+2)a ))
2sin(a)2( R 1-p? " 1 — p2e2ia

_ 2 cos (ta)  cos ((t + 2) @) — 2 cos (ta)
~ 2sin(a)? 0 ( 1—-42  1-—282cos(2a) + B4 )

Q

On peut encore simplifier I’expression ci-dessus, en remarquant que
sin (@) =1 —1/(1+ tan (a)®) =1/5 :

yx(t) = 0222—5ﬂt (cos(at) - 1i7 (5cos ((t +2) a) — 4cos (m)))

On en déduit en particulier

225 5
1x(0) = 1—70

200 ,
yx(1) = —1—70

8
px(1) = —52—0,89

en utilisant

]
cos(a) = R(1+i/2)p= 7
cos(2a) = 2cos(a)? —1= g
cos(3a) = 4cos(a)® —3cos(a) = 52%

Ona ¢'(B)(Y)=0'(B)(e,avec ¢'(2) =1—-0,7z et §'(z) = 1+0,4z. Les
racines de ces deux polyndmes étant de module strictement supérieur a
1, on en déduit que la représentation est causale et inversible, et que €
est le bruit blanc d’innovation de X. De plus,

O _ 1+ 0,42) 30,7 =1+ 3 1,10,7) 12"
d)l( ) u>0 u>1

11 résulte de ce calcul la, décomposition de Wold de Y :

Xi=¢' " 1(B)obd'(B)(e)i=er+ Y 1,1(0,7)" et _u
u>1

Grace & quoi on peut déterminer la fonction d’autocovariance de Y :
pour tout ¢t > 0,

Yy (t) = cov(YV, Yo) = cov | &+ D 1,1(0,7)* 'ep_u, g0 + 3 1,1(0,7)" e,
u>1 v>1



: 1,12 172
= o’ |1 1,1200,7)% 2 | =02 (14 ——— ) = o>~
7x(0) o + u; ,1%(0,7) o? (14— 0B ik
x(t) = o [1,10,7)" " + Z 1,1%(0,7)+20 2
v2>1

0,7 \ _ 0 oy 1140,8
1—0,49)_‘7(0’7) 51

En particulier, py (1) = 140,5/172 ~ 0, 82.

— On a Z = 0"(B)(e) avec 6"(2) = 1+ 0,42 — 0,522. La représentation
est causale de nature pour un processus MA. Comme les racines de ce
polynéme sont 2 (—0, 2 + 1/0,54), de module strictement supérieur a 1,
la représentation est aussi inversible, et le bruit blanc € est donc le bruit
blanc d’innovation de Z. La fonction d’autocovariance vaut

a?(0,7)t ! (1, 141,12

vz(0) = wvar (e +0,4e0—1 — 0,5e¢_2) = 0° (1 +0,4> + 0,5%) = 1,410?
vz(1) = cov(es+ 0,441 — 0,562,641 + 0,4e; — 0,5e¢—1)
= 02(0,4—0,5x0,4) = 0,202
vz(2) = cov(e;+0,4e4—1 — 0,5e1—2,&¢42 + 0,4e111 — 0, 5ey)
= —0,50°
les autres valeurs de la fonction d’autocovariance étant nulles, car Z est
un MA(2).
2. Calculons les densités spectrales :
— Casde X :
o2 1
PO = et
o2 1
T 27 (141,66 +0,82%) (1 +1,6e 1 0,8¢ 2i»)
_ o2 1
T 274,24 5,76 cos(A) + 1,6 cos(2X)
o2 1

27 2,6 + 5, 76 cos(A) + 3,2 cos(A)?

La dérivée du polynome 2, 6+5, 766z+3, 222 s’annule en zg = —5,76/6, 4,
ce qui correspond & 6 = arccos(zg) = 2,69, soit & une fréquence

wo = 2,69/2m = 0,43. Compte-tenu des sens de variation, on en déduit

que le densité spectrale est croissante entre 0 et 0,43 x 27, et décrois-

sante entre 0,43 x 27 et w. En conséquence, on identifie le graphe B

comme étant la densité spectrale de X.



— Casde Y :

6’ (e*)
2m | ¢/ (e1A)
0% (1+0,4e) (14 0,4e~%)
21 (1—0,7e*) (1 — 0, 7e— )
021,16 + 0,8 cos(\)

27 1,49 — 1,4 cos())

fr(A) =

La fraction rationnelle

1,16 + 0,8z te + cte
1,49 1,4z “°7T 1,49 1,4z

est monotone sur | — 00, 1,49/1, 4], en pratique croissante. On en déduit
que fy est décroissante sur [0, 7]. On identifie donc le graphe C comme
celui de fy.

— Par élimination, le graphe A est celui de la densité spectrale de Z...
Vérifions-le :

o? .
200 = 5-[8"(e™)

02

= o (140,4e™ — 0,5¢**) (1+ 0,4e * —0,5e %)
Fis
o2
= 3 (1,41 + 0,4 cos(A) — cos(2)))

™

| 2

2
= ;—W (2,41 + 0,4 cos(A) — 2 cos(N)?)

La dérivée du polynome 2,41 + 0,42 — 22% s’annule en z; = 0,1, ce

qui correspond & 6; = arccos(0,1) = 1,47 soit & une fréquence ¢; =

1,47/2m = 0,23. Compte-tenu des sens de variation, on en déduit que

[z croit entre 0 et 0,23 x 27, puis décroit entre 0,23 x 27 et 7. Ce qui

correspond bien au graphe A.

. — La série temporelle A a une allure presque non stationnaire, quasiment
de marche aléatoire, la régularité ne pouvant apparaitre que sur de
longues périodes : cela correspond & une densité spectrale prenant ses
plus fortes valeurs & ’origine, pour des fréquences basses. La série tem-
porelle correspond donc & la densité spectrale C, et donc au processus
Y.

— Les séries temporelles B et C ont toutes deux un comportement pé-
riodique marqué, la période étant plus courte pour la série C, ce qui
correspond & une fréquence plus élévée. Comme le pic de la densité
spectrale B a lieu en une fréquence plus grande que le pic de la den-
sité spectrale A, on en déduit que la série temporelle C correspond &
la densité spectrale B, et donc au processus X. La série temporelle B
correspond & la densité spectrale A et au processus Z.

. — L’autocorrélogramme A est remarquable surtout par les deux trés fortes
valeurs prises par I’autocorrélation partielle (estimée) en 1 et 2, les va-
leurs suivantes étant peu significativement différentes de 0. L’autocor-
rélation (estimée) est proche de 0 & partir du rang 3 également, mais



la valeur en 2, nettement positive interdit qu’il s’agisse 14 de ’autocor-
rélogramme du processus MA(2) Z : en effet, pz(2) = v2(2)/72(0) =
—0,36. D’autre part, py (1) ~ 0,82 est trés nettement positive, ce qui
ne concorde pas avec 'autocorrélogramme A. Il parait donc vraisem-
blable que cet autocorrélogramme corresponde au processus AR(2) X,
dont la valeur théorique px (1) ~ —0,89 parait effectivement proche de
la valeur ici estimée.

— L’autocorrélogramme B peut étre "autocorrélogramme d’un processus
MA(2), car Vautocorrélation (estimée) est proche de 0 & partir du rang
3. De plus, la valeur en 2 de l'autocorrélation (estimée) est de lordre
de —0,4, ce qui est effectivement proche de la valeur théorique pz(2) =
—0,36. On en déduit que 'autocorrélogramme B correspond au proces-
sus Z.

— Par élimination, 'autocorrélogramme C correspond au processus Y, a la
série temporelle A. Notons, pour achever de s’en convaincre, que ’auto-
corrélation (estimée) en 1 est de 'ordre de 0, 8, effectivement proche de
la valeur théorique py (1) = 0,82. D’autre part, une décroissance régu-
liére de la fonction d’autocorrélation (estimée) peut étre le signe d’une
allure proche d’une marche aléatoire.

Ex 3.

1. (a) Soit px Vestimateur empirique de la fonction d’autocorrélation de
X:

ﬁ EuN:_f(Xu - XN)(XU-H - X)
% ZuN=1(Xu - XN)z

Vi=0,...,N—1, px(t) =

qu’on peut remplacer ici par
N—t
ﬁ Eu:l XuXu+t
1 N
N Zu:l X’z%
dans la mesure ou l'on sait que le processus X est centré. Si X est
un processus AR(p), tel que Xy + 1 X¢—1 +-- -+ @p Xy—p = &4, alors

Vi=0,...,N—1, px(t)=

Uestimateur préliminaire de (¢1, .. ., @,) vérifie les équations de Yule-
Walker
1 px(1) .. px(p—1) é1 px (1)
px (1) 1 o px(p—2) P2 | px(2)
px(p—1) px(p—2) --- 1 Pp px (p)

Ici p =1, et on en déduit
N Eéiz X Xi—1
N-1 Etjil X7
(b) Par définition, &; = X;. Pour ¢t > 2,
& = X¢— P‘J/_2(1,X1,...,X,_1) (Xt)

= Xi— PIJ/_2(1,X1,...,Xt_1) (1) — ‘PPXJ/'2(1,X1,...,Xt_1) (Xi1)
= X4 —0—-pXs1=¢

¢ =px(1)=



car e, L V2(1,Xy,..., Xy 1) : en effet, € est le bruit blanc d’innova-
tion associé & X car on a supposé |p| < 1, ce qui implique que la
représentation ARMA est causale et inversible.

Notons §; = var(é;)/o?. L’estimateur des moindres carrés ordinaires
de ¢ est la valeur ¢,,c, qui minimise

ou &; est vu comme fonction de ¢, Xi1,...,X;. Or & = Xy, 6 =
var(Xi1)/o? = 1/(1 — ?) selon un calcul habituel, & = X; — pX;_;
et §; = 1 quel que soit t > 1. On en déduit que

N 2 N N al -
S5 = Q=AY (XimpXi) = 3 XP =29 ) XiXi4? 3 X
t=1 =2 =1 =2 =2

1l s’agit donc d’un polyndéme du second degré en ¢, qui atteint son
minimum en N
Prco = Do Xt X1

mco — N-—-1 2

=2 Xi

On en déduit estimateur de o2 :

N
1 52‘
~9 t
Omco = 7 <
2
1 iXZ (Z,ﬁig Xtthl)
= N t = N-1
N t=1 t=2 Xt2

L’estimateur des moindres carrés conditionnels de ¢ est la valeur
Pmee qui minimise

avec ¢, = Xy — pX¢_1, et en supposant X,, = 0 quel que soit u < 0.
D’ou

N N N N N-1
DEEPIO BEEAREED SIS SR M) S0
t=1 t=2 t=1 t=2 t=1

Il s’agit d’un polyndéme en ¢ qui atteint son minimum en
N
95 _ Et:2 XtXt—l
mcc — N—1 2
=1 Xi
Comparaison de @pco €t de Gpee :

N

X2 X2 X2 vx(1)
B G =S X, X, L ~ Nvx(1 1l __ -1
Pmeco—Pmec ; tAt—1 f;}l th f;}l Xt2 ’YX( )NQ’YX (0)2 N vx (0)2

L’écart est donc d’ordre 1/N.



(e) L’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ dans le cas gaussien
est la valeur ¢,,, qui minimise

L M2 1 (X 1/N A N N-1

£ 2 2 2 21/N
i Y Rt ) == X2 -2 X, X, X2+ (1 -
e 11 B o Ry

t=2

Le point ou la fonction précédente s’annule correspond & la valeur
Pmy- POur comparer Qn,co €t POmy, on utilise les inégalités suivantes :

1 N N N-1
3 (S -2n Y st 3 )
t=1

t=2 t=2
A N N-1
< N (t_zl Xt2 = 2Qmy ;XtXt_l + gofm ; th) car Qo €St minimisant

N N N-1
1 2 2 2 2\1/N 2\1/N
< ¥ (tg_l X; -2 tE_Q Xi X1+ tE_Q X;+(1=¢°) car 0 < (1 — ¢?)

N N N-1
1
< ¥ (fo —20) XiXe1+¢” > X7+ 1) car (1— )N <1
t=1 =2 =2
En mettant ces polynémes du second degré sous forme canonique, et
N
en utilisant le fait que QYo = %, on en déduit
t=2 t
1
R A 2
0 < (Prmv = Pmco)” < W
t=2 ‘¢
D’ou le résultat attendu
1

|¢mv - Samcol < —F/—
N-1
Vi X7

Notons que ce majorant est de 'ordre de 1/4/Nvyx(0).
2. Etablissons une équation de récurrence, ou fonction de prévision : quel
que soit h > 0,
Xntn = Prax,,xn)(Xntn)
Piaix, . xn)(ONth + 9XNyn1)
= 0+ 9P, xy) XN+a-1)
car enypLV2(Xy,...,XN) car € est le bruit blanc d’innovation.. D’oi,
par récurrence,
Xnin =" Piragx, . xp)(XN) = ¢" XN
Ici, X est 'unique valeur pivotale. Pour calculer ’erreur de prédiction,
on utilise la représentation MA(oo) de X :

+oo

Xy = Z SOUEtfu

u=0



D’ou

+o0 +o0 h—1
Xnih — Xnpn = Z PUENth—u — Z PUENth—u = Z PUENth—u
u=0 u=h u=0
On en déduit
h-1 o2 —1
o 2 2u 2 -
va.r(XN+h—XN+h):a Z(p =0 (,02—1'
u=0
3. (a) Quels que soient s et t,
E[Y] = E[X_]=0
Yy (s,t) = cov(¥s,Yy) = cov(X_5, Xy) = vx (|=5 = (=1)]) = vx ([t = s]) = vx (5,1)

En particulier, quel que soit h, vy (s + h,t+ h) =yx(s+ h,t + h) =
vx (s,t) = vy (s,t). Le processus Y est donc de moyenne constante, et
de fonction d’autocovariance invariante par translation temporelle :
c’est donc un processus faiblement stationnaire.

(b) Le processus Y ayant mémes caractéristiques du second ordre que
X, il est de méme nature que X (au sens faible) : c’est donc un
processus AR(1) vérifiant Y; = ¢} + ¢Y;_1, avec ¢} bruit blanc faible
d’innovation de variance 2. D’otl

g = V-9V 1 =X —9pX_¢p
= —pe i+ (1+P)Xy=—pe_pp1+(1+¢°) D g e tu
u>0
(c)
]E[Et] = 1P (Et = 1) — 1P (Et = —1) =0
var(g)) = E[e]] =1°P(es=1)+ (-1)’P(e, =-1)=1

(d) Les calculs faits précédemment pour X sont valables pour Y, puisque
ces deux processus ont mémes caractéristiques du second ordre. L’er-
reur de prédiction au pas h vaut donc

. 1- &
var (YN+h, — YN+h) = 1 _3;
3
(e) On a
1
Xy = Z 3ubt—u

u>0

avec £, ne prenant que 1 et —1 comme valeurs. On en déduit que la
partie entiére de

1 1
3 yy =31 X_y =30t Z FuE-N-u = Z FuE—N—h—ut1
u>0 u>—h+1



vaut 22:_ bl 3%5_ N—h—u+1, €t que la partie fractionnaire restante
vaut

1 1 1 1 1
u>+1 3 3 u>0 3 3 3

Cela montre que Yy, est fonction de Y.

Du résultat qui précéde, on peut évidemment déduire que le meilleur
prédicteur de Yy sachant Y7,..., Yy au sens des moindres carrés
vaut

E[YNiulY1,.--, YN] = YNyn

puisque Yn 4, est fonction de Yi,...,Yn. L'erreur de prédiction est
alors nulle. Il n’y a pas de contradiction avec les résultats précédents,
car YN+h est le meilleur prédicteur de Yy p sachant Yi,...,Yn au
sens des moindres carrés parmi les combinaisons linéaires de Y1, ..., Yn.
Or Yt est certes fonction de Y3, . .., Yy, mais n’en est pas une fonc-
tion linéaire.



