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Ex 1.
1. Voir cours.
2. (a)

Pleterr1 <0) = P((er < 0,601 > 0)N (g > 0,6441 < 0))

Pe: < 0,041 > 0) +P(er > 0,6441 < 0)

car les événements sont disjoints

Pet <0)P(egq1 > 0) +P (e > 0) P41 <0)

car g; et .41 sont indépendants
11 11 1

2272273

(b) Notons 7, = 1.,,_,e,,<0- D’aprés la question précédente, (n,,p =1,...,N)
est une famille de variables de Bernouilli de paramétre 1/2. Comme
elles sont indépendantes, leur somme T = 25:1 7p suit une loi bino-
miale de paramétres 1/2 et N.

(¢) Soit X = (X1,...,Xon) une famille de variables aléatoires dont x
est une réalisation. On souhaite tester Hy : X est un bruit blanc
gaussien, contre H; : X n’est pas un bruit blanc gaussien. Sous Hy,
Tx = Zﬁf:l 1x,,_1X5,<0 Suit une loi binomiale de paramétre 1/2
et N. En particulier, il est de moyenne N/2 et de variance N/4. 1l
résulte du théoréme central limite que pour N grand,

Ty — N

X2, /\/’(0, 1)
N
1

On en déduit que sous Hy,
Ty -
P2 > giiap| | 2a

N
4

avec ¢1_q /9 le fractile d’ordre 1 — «/2 de la loi gaussienne centrée
réduite. Le test de zone de rejet

N

1 > P1a)2

est donc un test de niveau a de ’hypothése Hy.




Ex 2.

1.

X est un processus AR(1), vérifiant ’équation ¢(B)(X) = ¢, avec ¢(B) =
I+ %B . Sa représentation est inversible, comme toute représentation d’un
processus AR. La transformée en z du filtre linéaire ¢(B) est ¢(z) = 143 2.
Elle s’annule en % de module strictement inférieur a 1. Le filtre est donc
bien inversible, mais la représentation n’est pas causale.

Posons € = (I — 2B) o (I — %B)_1 (¢). D’aprés une proposition du cours,
€ est un bruit blanc de variance

9 2
5'2: (5) 0'2

£ o= (1—§B>o(1—23>_1(5)
B
3

Cette nouvelle représentation du processus X est causale (et toujours in-
versible) car la transformée en z de (I — %B) ne s’annule pas sur le disque
unité. On en déduit que € est le bruit blanc d’innovation associé & X.
Représentation MA(oo) : le filtre linéaire (I — 2B) est inversible; et son
inverse a pour transformée en z

De plus,

On en déduit

-1 u
(3" - 5
3 >0 3

X, = (I—§B>1 (&), =

On ne peut déterminer une représentation MA(oco) d’un processus qu’en
partant d’une représentation causale (de méme qu’on ne peut calculer une
représentation AR(occ) qu’en partant d’une représentation inversible). S’il
est vrai que (1 + 32)71 =3 o0 (=2)" 2% (pour |2| < 2), il est fauz que
L+ 3B) = 300 (=3)"B car 350 (—32)" BY nest pas un filtre
linéaire (Y, |—2|" = +o00 ) et il est faur que X =3, o0 (—2) ey
car cette série n’est pas convergente. En revanche, il est vrai que (1 +
Bt = Y0 (—2)"B " et que X = 3, 0 (—2)" er4u, mais il ne
s’agit pas d’une représentation MA ().

Fonction d’autocovariance : dans ce qui suit, on suppose h > 0.



— Méthode 1 : & partir de la représentation MA (co).

9\ ¥ 9\ ¥
yx(h) = cov(Xg, Xp) = cov Z (—g) 5—u,Z (-g) Eh—u
u>0 u>0
2 u+v
= Z Z <—§> cov(E_y,En_v)
u>0v>0
2 u+v
= Z Z <_§) 5—217u=h7v
u>0v>0
4 2 2u+h
= §O'QZ<—§> avecv=u+h
u>0

Deux remarques :

— on n’a pas justifié la possibilité de commuter sommation et covariance,
car cela a été vu en cours

— trop d’erreurs ont été commises dans la manipulation des indices de
sommation : de méme que (a + b)(c + d) # ac+ bd, de méme

9 U 2 u 2 2u
cov Z (_§> E_u, Z (_5) Enu | # Z (_§> cov (€ y,Eh—u) -
u>0 u>0 u>0

— Méthode 2 : & partir de la représentation causale et inversible.

2

vx(0) = var(X;) = var (ét - gXt1>

4
= var (&) + g var (X¢—1) car €11, X34

x (h+1)

- 2
Cov (Xtth-l—h—i-l) = COoVv (Xt;5t+h+1 — SXH_}-L)

2
= —g cov (Xtth+h) car €t+h+1J—17Xt sih Z 0

= 2w = (—%)hﬂ (0 = 3 (—%)W o

Noter qu’il est ici essentiel d’utiliser le bruit blanc d’innovation (sinon
ELL, Xy 1 et Eppt1ll, Xy seraient faux)

2. — Y est un processus du second ordre, car pour tout t € Z, Y; est somme
de deux variables de carré intégrable, et donc est de carré intégrable.



— quel que soit t € Z, E[Y;] = E[X¢] + E[e}] = E[X]. Or X est un pro-
cessus stationnaire, de moyenne constante (on pourrait vérifier qu’elle
est nulle). La fonction moyenne de Y est donc elle-aussi constante.

— quels que soient s,t € Z, vy (s,t) = cov(Ys, Yy) = cov(X, + €, X¢ +€}).
Or X, et X; sont fonction du bruit blanc ¢, qui est indépendant de €’.
X, et X; sont donc indépendants de €/ et €;. On en déduit vy (s,t) =
cov(Xs, Xy) + cov(el,el) = vx(|s —t|) + v (J]s — t]). La fonction d’au-
tocovariance de Y en (s,t) ne dépend donc que de |s — t|; elle est alors
invariante par translation temporelle : vy (s,t) = vy (s + u,t + u) quel
que soit u. Ce qui achéve de montrer que Y est un processus faiblement
stationnaire. En outre,

yv(h) = %az+a'2 sih=0

4/ 2\"

Trop souvent il a été écrit que vy (h) = 0 pour tout h # 0; or cela est
caractéristique d’un bruit blanc, ce que ne sont ni 'Y, ni Z.

3. Z estun processus ARMA(1, 1) vérifiant p(B)(Z) = 0(B)(e"), avec ¢(B) =
I+ ¢B et (B) = I 4+ 0B. Les transformées en z ¢(z) = 1+ pz et
6(z) =1+ 6z ne s’annulent pas sur le disque unité. La représentation est
donc causale et inversible, et € est le bruit blanc d’innovation de Z.
Pour calculer la fonction d’autocovariance de Z, on peut 14 encore procéder
de deux méthodes :

— Méthode 1 : & partir de la représentation MA(o0o). Le filtre linéaire ¢(B)
est inversible, et la transformée en z de ¢(B)~! 0 §(B) vaut

0(z) 146z 0 — )z 1
p(z) 14z + 1+ ¢z + W);( )
On en déduit
p(B)1ob(B) = I+(0-9)) (—p)*'B"
u>1
Zy = @(B) T od(B)" ) =¢el+(0—9) ) (—p)" e},
u>1
D’ou le calcul de la fonction d’autocovariance :
vz(0) = var(Zo) =var | gy + (0 —¢) Y _(—p)*'e",
u>1
= var(g}) + (6 — ¢)? Z(—gp)zu*z var (")

u>1



vz(h +1) cov(Zo, Zp+1)

= cov|eg+(0—9) Y ()" el yehi + O —0) D (=) eh i

u>1 u>1
= cov(eg,ehen) + (0 =) D (=)  cov (e5, €hr1-u)
u>1
+(0 =) Y (=) Feov (4 eh4)
u>1
0= 33 () covel )
u>1lv2>1

= 0+ (8- 9) ()" +0+ (0 - ¢)° Y (—p)™ 0"
u>1

(0-0)- 12506-07) -)'e"

— Méthode 2 : & partir de la représentation causale et inversible.

vz(0) = var(Zy) = var (ef +0e)_; — pZ;_1)
= var(e}) + 6% var (e)_1) + ¢* var (Z;_1) — 20 cov(e}_y, Zy—1) car e} L1, Z;_q,e) 4
= (14+6%)0" + ©*v2(0) — 200 cov(e]_y, e}y + Oty — 0Z45)
= (14+6%)0" + p*yz(0) — 20pvar(e) ;) car e} | 11,Z; o€} ,
1—6p + 62
= (]. — 20()0 + 02)0'” + (,02’72(0) = ﬁa"
vz(1) = cov(Zi, Zyt1) = cov(Zi, )y + 0] — ¢Zy)

0 cov(Zy,ef) — var(Zy) car ef 11,7,
b cov(e; +0ei  —0Z; 1,¢/) — 0yz(0)
= Ovar(e}) — pvz(0) car e} L1, Z; e}

1—20p + 62
- (e T)

vz(h+2) = cov(Zy, Zesrnio) = cov(Zy, ey pyo + 08 ppy — 0 Zevni1)
= —pcov(Zy, Zitnt1) CAT €4 pio eyl Ze
= —pvz(h+1) = (=9)"2(1)

Si on compare les fonctions d’autocovariance de Y et Z, on voit qu’elles
sont égales si et seulement si

@

(0-01-1250-02) 0"

Il
[S2 1 "N, J IR JUN Y V)
Q
[V
+
Q

Dans ce cas, comme les deux processus ont mémes caractéristiques du



second ordre (fonction moyenne et fonction d’autocovariance), ils sont de
méme nature, & savoir ARMA(1,1).

Ex 3.

1. (a) ¢(B) conserve la tendance affine si et seulement si

Vt € Z d)(B)(fT)t = f‘r(t)

— Vi€l aB(fT)t+6I(fr)t+7B_1(fT)t=f'r(t)
= VteZ af(t—1)+pf () +7f-t+1) = fr(2)
= VteZ (a+B+v)a+(y—a)b+(a+B+7)bt=a+bt
(@a+B+7at+(y-a)b = a
= { (@+B+7)b = b
— {a+/3+7 =1
y—a = 0

(en supposant b # 0). On en déduit y =a et f =1 —2a.

(b) D’aprés la question précédente, on choisit 'estimateur de f(t) de la
forme

X; = (aB+(1-2a)I+aB™)(X),
= (aB+(1—-2a)I+aB™") (f)
+(@B+(1-2a)[+aB ') (e);+0(aB+(1—2a)]+aB ") (e)i—1
= fr(t)+ac1+ (1 —2a+0a)es + (a+0(1 — 2a)) g4—1 + Bae_o

Le bruit blanc ¢ étant centré, X; est donc un estimateur sans biais.
Calculons son risque :

E [(X't - fT(t)) 2] = E [(ast_H + (1 =20+ 00) e + (a +0(1 — 2a)) g4y + Bae,_s)”

= o?var(ei1) + (1 — 2a + 0a)” var(ey)
+ (a4 6(1 — 20))* var(es—1) + 62a? var(e4—2)
= (1+6°—4a(1-60+6%) +a” (6 — 86 +66°)) o

Le minimum de 1+6%+2a (1 + ) +a? (1 +(0—2)%+(1-20)2 + 92)
est atteint en
1-6+62

3 — 46+ 362
Le filtre qui conserve la tendance affine et qui permet d’obtenir ’es-
timateur de risque minimal est donc a,, B + (1 — 2a,,)I + a B7L.
Si =0, on retrouve le filtre ordinaire M3 = (B + I+ B™').

2. (a) Si @ = 0, le modeéle est un modeéle linéaire ordinaire, de la forme
X =ApB +¢, avec

Ay

X1 1 1 €1
X = : , A= Do ,ﬂ:(cl:)eta: :
Xn 1 n En



Dans ce cas, les estimateurs des moindres carrés de a et b sont
A a t —14
={( » | =("44 AX.
p=(5)=Can)

Si 6 # 0, il s’agit d’un modéle linéaire avec erreurs corrélées. Comme
I’on sait, ce modéle est équivalent, & une transformation prés, & un
modéle linéaire ordinaire, dont les résultats vont donc pouvoir s’ap-
pliquer ici.
La fonction d’autocovariance du processus MA(1) (I + 6B)(e) est

2

Ya+oB)e)(0) = var(ee +0e41) = (1+6%)o
YrtoBye)(1) = cov(er + 0e—1,6041 + Oe1) = O var(e,) = b0
Yr+oB)e)(h) = 0sih>1

Les vecteurs aléatoires (X1, ..., X,) et (€1 + Oeg, . ..,e, + 0e,_1) ayant

méme matrice d’autocovariance, on en déduit que I'x (n);; = vy(r468) () (|7 — 41)s

autrement dit Tx(n) = 62Sx (n), avec

1+ 62 0 0 0
0 1+ 62 6
Sx(n) = 0 6  1+62 . 0
: .. . . g
0 0 6 1+6?

b
de covariance T'x (n). La densité de sa loi par rapport & la mesure de
Lebesgue est donc

X est un vecteur gaussien de moyenne M = A ( “ ) et de matrice

1 e — M) Tx(n) Yo - M
fa,b(l'la---;l'n): exp (_ ( ) X( ) ( ))
(27)ndet Tx (n) 2
Z1
avec T = : . On recherche la valeur de 8 pour laquelle cette
In

densité atteint son maximum. Comme elle ne s’annule pas, on peut
considérer son logarithme, ce qui revient & rechercher le lieu du mi-
nimum de

9(8) = '(z—AB)Ix(n)" (z - AB)
= gTx(n)"tz —2t2Tx(n) AR + Bt AT x (n) 1 AB

g est la somme d’une constante, d’une forme linéaire et d’une forme
bilinéaire symétrique. Sa différentielle est donc

dg(B)[H] = —2'xT'x (n) 'AH + 2'8'ATx (n) 'AH
avec H € R?. Cette différentielle est nulle si et seulement si

~talx(n) 'A+'B AT x(n) tA=0



autrement dit si 8 = § = (’5141")((7L)_1A)_1 tATx(n) 2. g pos-
séde donc un seul point critique, qui correspond nécessairement 3
son minimum car celui-ci est atteint. Les estimateurs du maximum
de vraisemblance de a et b sont donc

A~

( Z ) = (*ATx(n)"'A) " PATx (n)"' X = (*ASx(n)""A) " tASx(n) "' X.

On peut aussi déterminer 'estimateur 6%;,, du maximum de vraisemblance
de o2 : rappelons que la densité vaut

fap(Z1,. . 20) =

1 Hax — AB)Sx (n) 1 (xz — AP)
J@ro?yrdetSx(m) ¥ (_ 207 )

En dérivant cette densité par rapport & o2, on détermine au point d’an-
nulation une équation qui caractérise 63;,,. D’oul

Fry = @~ AB)Sx(n) "z - 4D)

dont on déduit ’estimateur sans biais

R 1 R - R
6% = mt(m — Ap)Sx(n) ! (z — AB)

. Soit T'= a1 Xy + -+ + a, X, une combinaison linéaire de (X,...,X,).
C’est le meilleur prédicteur linéaire de X, 12 si et seulement si parmi toutes
les variables aléatoires de sa forme il minimise la distance hilbertienne &
Xn+2. Or

[ Xnt2 = T1I3

E [(Xn+2 - T)2]

= var(Xpyo —T) + (E[Xpye — T))°

= var(Xny2) + var(T) + (E[a + b(n + 2) — T))* car T et X, 42 sont indépendants
= var(X,42) + E [(a +b(n +2) — T)Q]

Minimiser || X2 —T'||2 revient donc & minimiser E [(a +b(n+2) - T)2] ,
autrement dit le risque quadratique de T considéré comme estimateur de
a+b(n +2). D’aprés le théoréme de Gauss-Markov, le meilleur estimateur
est alors a + B(n + 2), qui est un estimateur sans biais. C’est donc aussi
le meilleur prédicteur linéaire de X, ;2. Calculons sa variance. La matrice

A~

de covariance de ( g ) = (*ASx(n)~'A) TN ASx (n) X est

((tArX (n)~1A) " tATx (n)_l)l"X(n) (I‘X (n)~'A (tATx (n)~' A) ‘1)

= (*ATx(n)~'4) ' = (*ASx(n)~'4) ' o2

La variance de @+ b(n + 2) est alors var(a + b(n + 2)) = s%02, avec

52 =(1,n +2) ("ASx(n)4)™" ( n i 2 )



Xpyz—a—b(n+2) = a+b(n+2)—a—b(n+2)+enpo+0¢,11 suit une loi
gaussienne centrée, de variance s20% +var(e, 12 +0e,41) = (s2+1+62)0?,
car (ny2,ent1) est indépendant de (&, b).

D’autre part, 6%(n — 2)/0? suit une loi du x2 & n — 2 degrés de liberté, et
est indépendant de 3 et de (€,41,€n42). On en déduit que

Xppz—a—bn+2) 1  X,po—a—bn+2)

V(s +1+462)02 /g; V(82 +1+62)52

suit une loi de Student & n—2 degré de liberté. Soit ¢ 975 le fractile d’ordre
97,5% de cette loi de Student. Alors

e P<Xn+2_a_a(n+2)

(2 +1+6%)5?
= ]P(Xn+2 € I:fl + 5(” + 2) — to,975V/ (82 + 1+ 02)5'2,

a+b(n+2)+toors /(2 +1+ 02)&2])

€ [—to,975, t0,975]>

D’ou lintervalle de prévision demandé.
Ex 4. Soit X = (X;,t € Z) le processus défini par
27t
VteZ, Xy =cos (%—FU)

ou U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [—7,7].

1. Le processus X est du second ordre car les variables X; sont bornées,
donc de carré intégrable. Calculons sa fonction moyenne et sa fonction
d’autocovariance :

ux(®) = E[X]=E [cos (? + U)]

= /ﬂcos @-i-u d_u_ sin @ﬁ-u ! =0
I 3 or 3 _7r B
cov(Xs, Xy) = E[X;X¢] car les variables X, X; sont centrées
2 2 1 2 2 —
= E|cos ﬂ%—U cos it+U = —-E|cos M+2U + cos M
3 3 2 3 3

1 2r(s —t) 1 /™ 2r(s +t) du 1 2r(s —t)
= - A7 I e o) — == =7

2(:05( 3 )+2/_Wcos< 3 + 2u o 2cos 3 +0

La fonction moyenne est constante, et la fonction d’autocorrélation in-
variante par translation temporelle : le processus X est donc faiblement
stationnaire.

Tx (37 t)

2. Notons € = (g¢,t € Z) le bruit blanc d’innovation associé & X. Alors g; =
X — P‘J;z(l’ Xa,5<t) (X3%). Or on vérifie instantanément que X est un proces-
sus périodique de période 3. En particulier, X; = X; 3 € V3(1, X,, s < t).
D’ou P¢2(1’X573<t) (Xt) = Xt et g = 0.



3. Les deux variables aléatoires cos (25£ + U) et sin (2% + U) sont centrées.

En conséquence,
E [cos (? + U) sin (? +U)]

cov | cos @+U ,Sin @+U
3 3
1 . 47t
E[§SIH<T+2U)]
= /ﬂsin @+2u d_u_ cos @-i-Zu i
IR - 3 4 3 .

=0

Les deux variables sont donc bien décorrélées, et orthogonales. Or

2 1 2 2 2 2
Xiy1 = cos (% +U) = cos (%t + U) cos (?W) —sin (%t + U) sin (%)
1 27t V3 . (2xt
= —§COS(T+U>—TSID<T+U)
D’ou
1 2nt V3 . [ 2nt
P‘ié(lvxt)(Xt‘}'l) = _§P‘J/_2(1,Xt) (COS (T + U)) - TP‘J/_Z(I,X,:) (Sln (T =+ U))
1 27t
= -3 cos (T + U)
On en déduit aussi que
1 27t V3 . (2nt
Xiyo = —5 cos (T + U) + - sin (T +U)
27t 1 27t V3 . (2nt
= —cos (T-l-U) - <—§cos (TJrU) — —5 sin <T+U>>
= —Xi— X1

11 en résulte P‘J;Q(LX“XHI)(XHQ) = Xyi9.
4. Notons px la fonction d’autocorrélation de X.
- rx(1) = px(1) = 7x(1)/7x(0) = cos 1.
— Pour calculer rx (2), notons que Rx(2) = (px(|i — j|)?,j=1 est de déter-

minant égal & 1—cos?(1) # 0, et donc est inversible. Dans ce cas, on sait

que rx (2) = ag), avec P‘}z(l,Xt,Xt_H) (Xt+2) = a((]Q) +Oé§2)Xt+1 —|—ag2)Xt-

Or .Xt+2 = —Xt — Xt+1. D’ou Tx(2) =—1.

— Enfin, si A > 3, alors P‘J/_2(1,Xt+17~-~,Xt+h—l)(Xt+h) = Xy, pour les
mémes raisons que vues a la question précédente, et donc, par définition,
rx (h) =0.

Notons enfin qu’il ne s’agit pas du tout d’un processus AR(2), ne serait-ce
que parce que 'innovation d’un tel processus n’est pas nulle (sauf si le pro-
cessus lui-méme est nul). Rappelons que dans les hypothéses du théoréme
caractérisant un processus AR & partir de sa fonction d’autocorrélation
partielle, on suppose que sa fonction d’autocorrélation tend vers 0 en I’in-
fini ; ce qui n’est pas le cas ici.



