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Ex 1.

O (X) 4 p, Xa, ..., Xp) = CW (X1, Xo,..., Xp) +CP (u, Xa,..., X})
d’aprés la premiére des propriétés élémentaires
C™ (X1, Xa,...,Xp)+0
d’aprés la seconde des propriétés élémentaires,
car p - constante - est indépendante de X, ..., Xy

2. L’ensemble P (3) est composé des partitions de {1, 2,3} suivantes

{1,2,3}
{1,2},{3}
{1,3},{2}
{2,3},{1}
{13, {2}, {3}

C®) (X1, X2, X3) est composé de somme de produits du type

EDE| J] X\ E| [] Xi| =EX1Xs]E[X]
je{1,3} Je{2}
Si X1, Xo et X3 sont centrés, dés qu’une partition contient un singleton,

le produit correspondant sera nul. Dés lors ne restera dans C'® que le seul
terme correspondant a la seule partition de {1, 2,3} sans singleton; i.e.

CO (X1, X5, X3) = (-1)°0E | [ X;| =E[X1X,X3]
j€{1,2,3}

Si on ne suppose plus X1, X5 et X3 centrés, alors

C¥(X1, X2, X3) = COX; —E[X1], Xy — E[Xa], X3 — E[X3]) daprés la question 1
= E [(Xl —E [Xl]) (X2 —E [Xg]) (X3 —E [X3])] car Xl —E [Xl] est centré
Remarque : & partir de k = 4, l'expression du cumulant devient un peu
plus compliqué.
3. Soit {U1,....Up} € P(3). Alors E [],cp, Xtﬁh} —E [Hjeui th} car X
est un processus stationnaire : rappelons que cela implique que (Xy;,j €



U;) est égal en loi & (X¢, p,j € U;) pour tout h € Z. L’égalité des espé-
rances en découle. On en déduit

C Pty + bty + hyts + h)

3

= > =) (p-1) > E|TT Xen| - E | T] Xey4n
p=1 {U1,...Up}eP3) |JEU: j€U,
3

= > D)'(p-1)! > E|JI X |-E| ] Xo
p=1 {U1,....U,}eP(3) |JEL1 JEUp

- 0(3) (t1)t25t3)

4. — € est un bruit blanc fort. Les variables ¢,,s € Z sont donc indépen-
dantes. D’aprés la seconde des propriétés élémentaires, il s’ensuit que

c®(s,t) = P (X0, X5, X3) = 0si (s,8) # (0,0). Si (s,£) = (0,0),
alors, comme ¢ est centré,

0 ie; ~N(0,1)
05(3)(070):]143[53]:{%13_,_%(_2)3:_2 zi]IE”(et 1): Pe;s = —2) =

— Les variables X, et X, sont indépendantes si |u — s| > 1. On en déduit,
d’aprés la seconde des propriétés élémentaires, que Cg?) (s,t) = 0si (s,1)
est différent de (0,0), (0,1), (1,1) ou (1,2). Sinon, comme X est centré,

on a:

cP(0,0) = E[(EQ—F@&‘_QB}

= ..:E[gg] 93E [8311]

_ sier ~N(0,1)

- { 1+93 siP(ep=1)=2P (s = —2) = 2
CP0,1) = Ef(eo+021) (=1 +650)

= ...=0F [50]

sier ~N(0,1)

B { 20 siP(e,=1)=2P(c, = —2) =2
CPW1) = Ef(eo+021) (1 +620)°]

= ...=0%F [60}

_ si atwj\/'( 1)

B { —20% siP(e 1): P(e,=-2)=2
c¥(1,2) = Ef(eo+0e- 1)(sl+950)(sg+051)]

=0

5. On peut construire ’estimateur par les méthodes habituelles de substitu-
tion. Comme on a

CP(s,t) = E[(Xo — px) (Xs — px) (X¢ — pix)],

win



on peut proposer l’estimateur

R 1 = _ _ _
©)(s,1) = 3 > (Xu— Xn) (Xups — Xn) (Xuge — Xn)
u=1
avec Xy = & Zi\f:l X

Ex 2.

1. Notons d’abord que le filtre linéaire (I — aB) ™" existe bien car |a] # 1.
Comme X est un processus faiblement stationnaire, et 1)(B) est bien un
filtre linéaire, il s’ensuit que Y est aussi faiblement stationnaire.

Ona (I—aB)(Y)=(I—-aB)oy(B)(X)= (I -1B)(X);ie.

1
VteZ, Vi—aYy 1 =X — —X; 1.
@
Soit t € Z quelconque. On déduit de ce qui précéde
1 1
COVGft — OéY%,l, Yl — OéYO) = COV(Xt — —Xt,17X1 — —XQ);
Q@ @
autrement dit,
) 1 1 1
—ayy () +(1+a)yy (t—1)—ayy (t—2) = —E’yx(t)+(1—|—§)'yx(t—l)—afyx(t—Q).

En soustrayant le membre de droite de 1’égalité ci-dessus au membre de
gauche, puis en multipliant par «, on obtient

1+ a?
o(t) —

p(t—1) + ¢t —2) =0,

avec p(t) = yx(t) — @y ().
2. Il s’agit d’une équation de récurrence linéaire. On cherche les solutions de
la forme rt. Ce qui conduit & ’équation
i 14e?
a

r ,r,tfl + T’t72 =0
ou encore
s 1+a?

r+1=0.

Les racines sont « et % La fonction ¢ est donc de la forme
. 1
@

avec A et B constantes.

Les fonctions d’autocovariance de X et Y sont bornées, car X et Y sont
des processus faiblement stationnaires - on a |yx (t)| < vx(0) et idem pour
Y. La fonction ¢ est donc bornée. Faisons tendre t vers +oco. Si |a| > 1,
alors || tend vers +oo0, et il faut donc que A soit nulle pour que ¢ reste
bornée. Si |a| < 1, on en déduit plutét B = 0. On raisonne de méme en
faisant tendre ¢ vers —oo, ce qui permet de montrer que 'autre constante
doit étre aussi nulle. On a donc ¢(t) = 0 quel que soit t.



3. Si X est un bruit blanc, alors vx (t) = 0 si ¢t # 0. D’aprés ce qui précéde,
on a aussi 7y (t) = a?yx(t) = 0 si t # 0. Les variables Y;,s € Z, sont
donc décorrélées, centrées (car X est centré), et de méme variance (car
Y est faiblement stationnaire) : Y est donc un bruit blanc de variance

7 (0) =7x(0)/a®.

Ex 3.

1. Nombre de chambres d’hotel occupées : on remarque un comportement

saisonnier de période 12 sur une tendance affine croissante. On peut donc
proposer un modéle SARIMA du type (I — B2)(X) = u+ Y avec YV
processus ARMA centré et u constante. En effet, le filtre I — B'? sup-
prime les saisonnalités de période 12, et transforme les tendances affines
en tendances constantes.
On peut remarquer aussi une croissance plus ou moins affine de 'ampli-
tude des fluctuations. Pour modéliser ce phénoméne, on peut effectuer une
transformation logarithmique préalable - d’oti le modéle (I — B'?)(In X) =
u+Y avec In X = (In X;,t € Z) -, ou filtrer une deuxiéme fois par [ — B'2
- d’ott le modéle (I — B*2?)?(X) =Y.

2. Epaisseur de la couche d’ozone : on remarque un comportement saisonnier
de période 12, mais pas de tendance croissante ou décroissante. On peut
donc proposer un modéle SARIMA du type (I — B'?)(X) = Y avec Y
processus ARMA centré - on peut en effet supposer la moyenne nulle car
une tendance constante est annulée par le filtre I — B'2.

3. Nombre d’internautes en ligne : ’allure de la série ne présente aucun ca-
ractére de stationnarité ni de tendance réguliére. On peut penser & une
marche aléatoire. On peut donc proposer un modéle ARIMA du type
(I = B)(X) = p+Y avec Y processus ARMA centré et ;o constante,
voire un modéle (I — B)?(X) = u + Y si nécessaire.

4. Ventes de shampooing : on remarque une tendance croissante, affine ou
parabolique. Un phénoméne saisonnier est difficilement distinguable. On
peut donc proposer un modéle ARIMA du type (I — B)(X) = p+Y ou
(I - B)?>(X) =p+Y avec Y processus ARMA centré et 1 constante. En
effet, le filtre I — B transforme une tendance affine en tendance constante,
et le filtre (I — B)? fait de méme avec une tendance parabolique.

Ex 4. Soit X = (X;,t € Z) un processus AR(2) vérifiant
VEeZ, X;—0,1X; 1 —0,3X, 0= ¢

avec ¢ bruit blanc de variance o2.

1. Pour montrer que ¢ est le bruit blanc d’innovation associé¢ a X, il suffit
de vérifier que la représentation (I — 0,18 — 0,3B2)(X) = ¢ est causale
et inversible. Or elle est inversible comme pour toute les représentations
AR. Reste & s”assurer qu’elle est aussi causale. Notons p(B) =1—0,1B —
0,3B2%, et ¢(z) =1-0,12—0,32%2 = (1-0,62)(1+0,52) la transformée en
z de ¢(B). Les zéros de ¢(z) sont 1/0,6 et —1/0, 5, de modules strictement
supérieurs & 1 : la représentation est donc causale.



2. On a X = ¢(B)~!(¢). Pour déterminer la représentation M(00), il suffit
d’expliciter ¢(B)~!. Or sa transformée z vaut

11 0,6 05 \ . 1 W et
_ < n >_1+1712>:1((076) (~0,5) )z

p(z) 1,1\1-0,6z 140,52

On a bien

T+ —> }(0,6)“+1 - (—0,5)““} < +0o0

On en déduit

1
-1 _ - u+1 (L u+1 m
o(B) " =T+ 77> (0.6~ (-0.5)"") B
u>1
et pour tout t € Z

Xe=9(B) 7' (e), = e + 111 > ((0,6)“+1 —~ (—075)““) Etu-

3. — Premiére méthode : soit ¢ > 0; calculons yx (t).

yx(t) = cov(Xo, Xt)
= o [ 7 2 (0.0 -0 e 75 3 (0,07 - 0.5
1 u u v v
= ?UE;O (0,60 = (=0,51) (0,6 = (~0,5)""") cov (e, e1-2)
= o HZZO (0,6 = (0,51} ((0,6)" " = (0,5 ) var (=)

en remplagant v par u + ¢

[ V)

Il
»—A‘q
—_

g

(0,6)"%(0,6)*" + (—0,5)"* (—0,5)** — 0,3 ((0,6)" + (~0,5)) (~0,3)"

’ u>0
_ @ (0,67 (0,57 (0,6 +(-0,5)
S 1,21\1-0,36 1-0,25 ’ 14+0,3

o? 165 . 22 .
On en déduit le calcul de la fonction d’autocorrélation de X :

)= :Z((é)) = %(O,G)t + %(—O,W

— Deuxiéme méthode : soit ¢ > 0; alors

px(t

vx (£)=0, 1yx (t=1) =0, 3vx (t—2) = cov(X,;—0,1X,_1—0,3X,_2, X¢) = cov (¢, Xo) = 0

car ¢ est le bruit blanc d’innovation, et donc e; LV?(1, X) si t > 0. En
divisant par yx (0), on en déduit que la fonction d’autocorrélation de X
vérifie la relation de récurrence

vt >0, px(t)—0,1px(t—1)—0,3px(t —2) =0.



On cherche les solutions de la forme rf. Ce qui conduit & 1’équation
caractéristique
r?—0,1r—0,3=0

de racines —0, 5 et 0,6. On doit donc avoir px (t) = A(0,6)t + B(—0,5)*
avec A et B déterminés par

A+B = px(0
0,64—0,58B = px(1
Orona0=px(l)—0,1px(0) — 0,3px(—1) = 0,7px(1) — 0,1, d’or

il appert px (1) = 1/7. Aprés résolution du systéme, on retrouve A =
45/77 et B = 32/71.

4. — OnaélzXl.
~ Pour calculer &, il faut déterminer Ppz(; ) (X2). Or Piny y ) (X2) =
ap + a1 X7 avec aq et a; tels que
E [Xg] = apt+oE [Xl]
a1 = px(1) (équations de Yule-Walker & l’ordre 1)

1
Dot ag =0 et ap = = On a ainsi

5 1
E9 = X2 — ?Xl
— Soit t > 3. Alors

& = Xi— P\J/_2(17X1,...7X,5,1) (Xt)
= Xi—Xi—Piegx, x ) E+0,1X1+0,3X; )
= Xt — O, lXt_l — O, 3Xt_2 (: Et)

car EtJ_VQ (17X1, . 7Xt—1) et Xt—17Xt—2 S V2 (17X1, . 7Xt—1) sit >
3.

Ex 5.

1. Notons ¢(B) = I —2,5B et 6(B) = I — 0,04B2. Le processus ARMA Y
vérifie p(B)(Y) = 6(B)(e). Le bruit blanc est le processus d’innovation
associé & Y si la représentation est causale et inversible :

—0(2) =1—-0,0422 = (1 — 0,22)(1 + 0,22) : les zéros de 6(z) sont de
modules strictement supérieurs & 1, la représentation est donc inversible.

— ¢(z) =1—2,52 : le zéro de ¢(z) est de module strictement inférieur 4
1, la représentation n’est donc pas causale.

Notons ¢'(B) =1 — 55B=1-0,4B. Ona

¢ (B)(Y) =¢'(B)op(B)~" 0 0(B)(e) = 0(B)(e)

avec




Le processus ¢’ est un bruit blanc de variance 0%/(2,5)? (cf exercice 2).
Et il est facile de vérifier que la représentation ¢'(B)(Y) = 6(B)(e’) est
désormais toujours inversible, mais en plus causale. On en déduit que &’
est le bruit blanc d’innovation de Y.

. Soit h > 3. Alors on a
Yn(h) —0,4Yn(h—1) = Ppagy, con)(Yin —0,4Yngn 1)
= P\#(YS,SSN) (ehyn — 0,04y, 5) =0

car ¢’ est le bruit blanc d’innovation, ce qui implique ey , ,, €y, _oLV? (Y5, s < N)
lorsqu’'on a N +h —2 > N.

Il s’agit d’une équation de récurrence linéaire du premier ordre, dont la
solution est entiérement déterminée par la donnée de Yy (2), qui constitue

donc 'unique valeur pivotale. Le calcul est immédiat :

Vh >3, Yy(h)=(0,4)""Yx(2)
. Explicitons le filtre (I —0,4B)" 10 60(B) :

1-0,0422 0,75
1-0,42 1-0,42

+0,25+40,12=140,4240,75 Y (0,4)"z"
u>2
On a bien
140,440,753 (0,4)" < +o0.
u>2

On en déduit

(I-0,4B)"'00(B)=1+0,4B+0,75> (0,4)"B"

u>2

et

Ynin =i +0,4en 1 + 0,75 (0,4) N py-
u>2

Commeonac, € V?(Yy,s <N)sis<Nete lV?(Y,,s<N)sis>N,
on en déduit

Yn(1) = 0,4ely +0,75) (0,4)"en 1y,
u>2
Ya(h) = 0,75 (0,4)“enypy sih>2.
u>2

D’ou finalement

Ynir —Yn(DI3 = llehals =0%/6,25
Y2 = YN@2)5 = llefia+ 0,4y ]l3 = 0?(140,4%)/6,25
h—1
IYnin = Yn(W3 = llehin+ 0,481+ 0,75 > (0,4) ey llb
u=2
sih>2
h—1
- <1 +0,4> 40,752 (0, 4)2“>
u=2
1—0,4"2
= (140,424+0,32—="_)052/6,25
( J’_ b + b 1 _ 0’ 42 ) U / b



