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Le sujet comporte deux pages.

Ex 1. On considére la série temporelle suivante, qui dénombre mensuellement les passagers des
transports aériens entre janvier 1949 et décembre 1960.
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Le périodogramme (lissé) fait apparaitre une tres forte valeur du spectre correspondant & une
période de 12 mois. Proposer 3 approches permettant de ramener ’étude de cette série temporelle
a celle d’une série qu’on puisse espérer modéliser a I’aide d’un processus ARMA stationnaire.

Ex 2. Soit X = (X;,t € Z) un processus stationnaire de type AR(1), vérifiant 1’équation

X=X 146

avec € un bruit blanc gaussien de variance o2.

1) Déterminer la matrice de covariance du vecteur aléatoire (X1,X2), en fonction de ¢ et €. En
déduire la densité de la loi de (X7,X3).
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On rappelle que si det (c d) = ad — bc # 0, alors (c d) = ﬁ ( )

2) On suppose connues deux observations z1 et x5 du processus X aux instants 1 et 2. Déterminer
les estimateurs du maximum de vraisemblance de ¢ et Jf en fonction de z1 et zs.

Ex 3. Soit X = (Xy,t € Z) un processus du second ordre, faiblement stationnaire de type AR(1):
Xn=¢€n+ OJGXW,*].
avec ¢ bruit blanc de variance o2 = 0,036. Soit £’ un bruit blanc de variance o2, = 0,016, indépendant

de €.

a) Montrer que le processus (¢} + 1,56Xy,t € Z) est faiblement stationnnaire. En déduire qu’il existe
une solution faiblement stationnaire a ’équation

VteZ, Vi =04Y; 1 +¢; 4+ 1,5X;

b) Calculer la densité spectrale de Y.

¢) Montrer que Y est un ARMA dont on précisera les ordres autorégressif et moyenne mobile
(Indication : on pourra raisonner en se servante de la densité spectrale, ou en considérant le processus
(1-0,4B)(1-0,6B)(Y)).
d) Donner de Y sa représentation de Wold, et préciser le calcul du bruit blanc d’innovation associé
a'Y en fonction de € et €'.

Ex 4. Soit S: I'ensemble des processus du second ordre qui vérifient ’équation de récurrence
Xt =&+ 2 COS(7T/3)Xt_1 — Xt_g

avec & bruit blanc de variance o?2.

a) Montrer que si X appartient & Se, alors le processus (X; + A + B cos(tn/3) + Csin(tw/3),t € Z)
appartient aussi & Se, avec A,B et C variables aléatoires quelconques.

b) Soit X € S.; que peut-on dire des relations entre les espaces linéaires V2(X;, — 0o < j < t) et
V2(ej,—o0<j<t)?

¢) Soit X élément de S: tel que V2(X;, — oo < j <t) = VZ(g;, — 00 < j < t) quel que soit ¢ € Z.
On suppose qu’on observe le processus entre les instants 1 et N, et on s’intéresse a la fonction
de prévision Xy(h) = Py (X5 1<j<N) (Xn+n)- Déterminer cette fonction, en précisant les valeurs
pivotales, et donner la variance de ’erreur de prévision aux horizons h = 1,2 et 3.

Ex 5. 1) Soit X = (X;,t € Z) un processus stationnaire vérifiant
Xi=¢et+ dXi 12

avec € bruit blanc. Déterminer sa fonction d’autocorrélation.

2) Soit = (z1,... ,xn) une série temporelle dont la fonction d’autocorrélation estimée a 1’allure
suivante:
p(125) = (0,7), j=0,1,... 1)
p(12j £1) = 0,4 x (0,7)7, j=0,1,... (2)
p(h) = 0 sinon. (3)

Proposer, en le justifiant, un modele ARMA(12,1), pour cette série.



