Chapitre 3

Estimation

3.1 Ergodicité

Soit * = (x4,t = 1,...,N) une série temporelle. Modéliser cette série par un processus stationnaire
X = (Xi,t € Z), c’est supposer qu’elle en est une réalisation “typique”, grace a laquelle on espére en déduire
la loi de X. S’il s’agit d’un bruit blanc, ce probléme est du ressort de la loi forte des grands nombres. Pour
des processus plus généraux, il faut faire appel aux théorémes dits ergodiques.

Définition : Le processus stationnaire (X;,¢ € Z) est dit ergodique si

Vk € N*, V¢ : R* — R mesurable bornée

N—1
o
Jim pZ:O X1y ooy Xpi) = E[ (X1, ...,Xk)} P-p.s.

Pour qu’un processus stationnaire X soit ergodique, il suffit essentiellement que X; et X, soient asymp-
totiquement indépendants quand |t — s| tend vers linfini. C’est évidemment le cas si X est une famille
de variables aléatoires i.i.d. Un contre-exemple simple est donné par le processus (Y;, = €1)nen : il est
stationnaire, mais

N
W, 37 2 005D V()
1 N
- N~+ooﬁ;¢(€1(w)a (@)

Théoréme 3.1.1 Si X est un processus gaussien stationnaire, et si sa fonction d’autocorrélation tend vers
0 en Uinfini, alors sa partie déterministe est constante et il est ergodique.

3.I1 Estimation des caractéristiques d’un processus faiblement sta-
tionnaire

Considérons une série temporelle = = (a,¢t € {1,...,N}) que 'on suppose étre une réalisation d’un
processus faiblement stationnaire X = (X;,¢ € Z). On se pose ici le probléme de estimation des paramétres
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“du second ordre” décrivant ce processus, & savoir
sa moyenne p = E[X;] et sa variance yx (0)
sa fonction d’autocorrélation px

sa fonction d’autocorrélation partielle rx

les coefficients de sa décomposition de Wold (1), u € N)
2

U oo

. la variance du bruit blanc d’innovation o

Les estimateurs présentés ici sont construits grace aux méthodes de substition. Il s’agit d’une estimation
préliminaire. Si ’on suppose de plus que X est un processus ARMA, d’autres techniques d’estimation peuvent
étre utilisées. Elles seront vues ultérieurement.

Notations : Si Tx = T(Xy,...,Xy) désigne un estimateur, alors on notera T,, = T'(x1,...,zn) la
valeur prise par cette variable aléatoire au point (X7 = z1,..., Xy = 2N).

3.II.A Estimation de la moyenne du processus

L’estimateur usuel de la moyenne px du processus X est la moyenne empirique
N

— 1
Xy = N;Xt

C’est la variable aléatoire qui minimise

Y—E

N
> (X -Y)?

Si X est un bruit blanc gaussien décentré, Xy est Vestimateur UVMB de wx, c’est aussi 'estimateur du
maximum de vraisemblance.

Théoréme 3.I1.1 Soit X un processus faiblement stationnaire de moyenne ux. Alors
1. X est un estimateur sans biais de px.
2. si lim yx(t) =0, alors lim var(Xy) = 0; il en résulte que X ny converge vers pix au sens de la
t——+oo N ——+4oco

norme hilbertienne et qu’il est un estimateur faiblement consistant.
“+o0

3. si Z |vx (t)] < 400, alors
t=0

“+o0
i Nvar(Xy) = 1x(0) +2 ; vx (t).

Démonstration du théoréme 3.I1.1 Le point 1 est évident. Le second est une conséquence de 1’égalité
suivante :

N
- 1
s,t=1
1 N-1
= N2 > (N = Jul)yx (ul)
u=—N+1

o N-1
< N ; Ivx (u)]



Or un résultat classique sur les moyennes de Césaro nous apprend que si |yx (V)| tend vers 0 quand N tend
vers Dinfini, alors + ij;ol |vx (u)| converge aussi vers 0. Cela achéve de démontrer le point 2. Montrons le
point 3 : on a

1 N ;X NU N, +00
- var (Z Xu> =5 Y wm-nh= Y S Pph = Y apvix()
u=1 m,n=1 p=—N+1 p=—00
—+oo
avec ap N = % si |p| < N et a, v = 0 sinon. Pour tout N, on a |ap vyx (|p])| < [vx(|pl)] et Z l[vx (t)] <
t=0

+00. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée, et en déduire

+oo
li Xy) = i
NAI)IEOONV&I' (XN) NLII}rlOO Z 04p,N’YX(|p|)
p=—00
+oo
= > NLHEDO%,NWXUPD
p=—00
—+oo
= Z vx([pl)
p=—00

Corollaire 3.I1.2 Théoréme central limite. Soit X un processus fortement stationnaire vérifiant

X =px +9(B)(e)

avec € bruit blanc fort de variance 0% et \)(B) filtre linéaire. Alors N(Xn — pux) converge en loi vers une
. . . +oo
gaussienne centrée de variance yx(0) +2 >, vx(t).

Démonstration du corollaire 3.I1.2 dans le cas ou ¢ est un bruit blanc gaussien. Tout processus X
+oo

de la forme px + ¥(B)(e) vérifie ’hypothése Z [vx ()] < 4o0. Il résulte alors du théoréme 3.IL.1 que
=0
V/N(X nx — pux) est une gaussienne centrée dont la variance converge quand N tend vers l'infini. Un résultat

trés classique nous permet d’en conclure que la suite de gaussiennes (\/N (XN — ux)) converge en loi

quand N tend vers 'infini, vers une gaussienne centrée de variance la limite des variances (il suffit, pour s’en
convaincre, d’étudier la convergence des fonctions caractéristiques). O

Les résultats précédents permettent de construire des statistiques de tests asymptotiques, pour tester si
px est nul ou non.

3.II.B Autocovariance et autocorrélation empiriques

Plusieurs estimateurs empiriques peuvent étre définis pour ’autocovariance d’un processus X faiblement
stationnaire. Le plus usuel est

N—h

1 — - .\

~ > (X —Xn)(Xppn —Xn)si0<h<N
t=1

0 sinon

A (h) =



En pratique, on évite de calculer &&N)(h) pour des valeurs de h supérieures & N/4 (certains préconisent

plutf)t 10 11110 N)
On définit une variante de cet estimateur par

N—h
1 _ _
) S (X - X ) (Xisn - Xn) S0 A< N
A8 =3 N—h _1( 1= XN)Xipn = Xn) siO<h <

0 sinon

Théoréme 3.11.3 Soit X un processus faiblement stationnaire.

L (W&N)(|h|), h € Z) est de type positif.
“+oo

2. Si de plus E lvx (t)] < +00, alors
t=0

+oo
Gl NER (h) = yx ()] = — <’7X(0) +2 Zw(ﬂ) — hyx(h).
=1

Méme résultat pour 7( )'(h)

Démonstration du théoréme 3.I1.3 Pour montrer le point 1, définissons, pour tout ¢t € Z, X; = X;
sit=1,...,N, et X] = Xy sinon. Soient p > 1, t1,...,t, € Z et a1,...,a, € C quelconques; il s’agit de
montrer que Y7 ., ;a4 (8 — t;) est positif :

- (N) "L wa; M| B X
S waAY (t—t) = > ;VJ (Xt = XN)(Xigjti—t,) — XN)
ig=1 =1 =t

P wa;
= Z NJ < (Xp = XN)(Xip e,y XN))
i,j=1 tez
P i _ _
= Z NJ <Z(Xt/+tj = XN)(Xiyy, — XN))
i,j=1 tez
] P
S S DL T ST &
teZ \i,j=1
1 L :
- NZ > ai(X(y,, ~ X)) 20
teZ |i=1

Le point 2 est également purement calculatoire, et ne présente pas de mystére ; pour simplifier les formules,
supposons simplement que X est centré :

N—h

NE[ ) —vx(h)] = 3 (BIX0Xora] - BIXn X — E[Xn X ] + EIXE]) — Ny ()
t=1

= (N - hhx(h) — NE[X}]

h
+ Z E[XnX:] — NE[X}]+ ) E[XyX]+ (N — hE[X] — Nyx(h)
t=N—h+1 t=1

N h
= —hyx(h) — NE[XF] + ( Z E[Xn X:] + ZE[XNXt]_hE[XZZV]>
t=N—h+1 t=1



On en déduit le résultat car NE[X%] = N var(Xy) tend vers vx(0) +2 >, vx(t), et que le dernier terme
est une somme finie, bornée, d’espérances qui tendent toutes vers 0 car var(Xy) tend vers 0. |

Remarque : Sila moyenne px du processus X est connue - en particulier si le processus est centré -,
S (N) ot 4N

alors on définit plutot ¥y ’ et 4y '/ par
N—h
AOM) = 5 3 (K ) (Xeen — ax)
- N—h
W = > )(Xrn — jix)

Dans ce cas, *yg( ) (h) est un estimateur sans biais de yx (h).

Théoréme 3.I1.4 Soit X un processus faiblement stationnaire tel que
1. E[X}] = cte < +00;
2. cov( XXtk XetmXitmrr) est indépendant de t ;
3. lim cov(XeXitn, XetmXttmik) =0;

m——+o0

alors 7( )(k) converge aw sens hilbertien vers vx (k) quand N — +oo. Si, en outre, X est un processus
+oo

gaussien, et si Z |vx (t)] < 400, alors
t=0
N N =
G Neov(357 (), 487 () = D7 (vt b= k) + 3 (u = R)yx(u+ h)

Remarque : Sous les hypothéses de la derniére assertion, on a en particulier que

+oo
lim  Nvar(3¢7(h) = Y (yx(w)? +7x (u— h)yx (u+ h))

N —+oc0
U=—00

ce qui implique la convergence en moyenne quadratique de *Ayg(N)(h) vers vx (h).
L’estimateur empirique de ’autocorrélation est

X o4
% 0)

Lestimateur 7' X ) de la fonction d’autocorrélation partielle est défini & partir des équations de Yule-Walker,
ou 'on a remplacé la fonction d’autocorrélation par son estimateur.

Théoréme 3.11.5 Soit ¢ un bruit blanc (au sens fort) tel que Ee}] = cte < +oo. Considérons ¢(B) un
filtre linéaire, p1x une constante, et X le processus stationnaire défini par X = ux + ¢(B)(e). Alors
- 51 X estun MA(q), \/_p(N)( k) converge en loi vers une gaussienne centrée de variance 142> 0 _| p% (u)
pour tout k > q;



- s1 X est un AR(p), \/Nfg(N)(k) converge en loi vers une gaussienne centrée de variance 1 pour tout
k> p.

On déduit de ces comportements asymptotiques différents tests sur les paramétres du processus X.

Exercice 1. 1) Soit X = (Xy,t € Z) un processus stationnaire vérifiant
Xi=¢et+ ¢Xi—12

avec € bruit blanc. Déterminer sa fonction d’autocorrélation. (On pourra établir une relation de récurrence
entre px (t) et px(t +12), et la résoudre.)

2) Soit x = (x1,...,xN) une série temporelle dont la fonction d’autocorrélation estimée a Uallure sui-
vante :
pe(12)) = (0,7, j=0,1,... (3.1)
pz(12§ £ 1)~ 0,4 x (0,7)7, j=0,1,...
pz(h) = 0 sinon. (3.3)

Proposer, en le justifiant, un modéle ARMA(12,1), pour cette série.

3.I1.C Algorithme des innovations

Si X est un processus faiblement stationnaire centré et régulier, sa décomposition de Wold s’écrit

+oo
Xt =&+ Z 1buf‘:tfu
u=1

avec ¢ bruit blanc d’innovation. Les paramétres de cette décomposition sont les coefficients (¢, u > 1) et
la variance 0? de &;. Pour les déterminer, il semble naturel de calculer e; = X; — Px, | x, , (X:), et d’en
déduire

o? = var(e)

%‘ = COV(XtJrZ‘, Et)/oz

équations de Yule-Walker par exemple). Notons & = X; — Px, | x,(X:) et 67 = var(é;). La famille
(6¢/5¢,t =1,...,N) n’est autre que la base orthonormée de V2(X;,t = 1,..., N) construite par le procédé
de Schmidt. En particulier, on a la propriété :

Vt=1,...,N, V3(Xy,...,X,) =V3(E,...,&).

C’est 'analogue fini-dimensionnel de la propriété classique vérifiée par le bruit blanc d’innovation d’un
processus ARMA (ou d’un processus faiblement stationnaire régulier) :

VteZ, V3(Xss<t)=V?(g5,5<t).

Posons pour tout t =1,..., N
cov(Xy,6—i)  (Xi Eii)
Pi = — = ;

04— ||5t7i|‘§

alors ¢ o =1, et
t—1

Xe =€+ Z Ve i€t—i-

i=1



Rappelons que dans le cas d’un processus ARMA (ou d’un processus faiblement stationnaire régulier), de
bruit blanc d’innovation ¢, on a

+oo
Xi=¢e1+ E Vi€t—is
i=1
avec
cov(Xy, ee—)

i =

o2

Remarque. La famille de variables aléatoires (£;,¢ > 1) peut étre vue comme le processus d’innovation
associé au processus (Y;,t € Z) avec Y; =05sit <0, et ¥; = X, si t > 0. Le processus Y n’est pas faiblement
stationnaire, ce qui explique pourquoi tildes n’est pas un bruit blanc.

Théoréme 3.I1.6 Avec les notations et les hypothéses précédentes, on a

lim ||EN—5N||2 = 0
N——+oco

NLlffrl YN = P

li = o2

N—lg-looO—N g

Démonstration du théoréme 3.I1.6 En vertu de la stationnarité faible de X, il est facile de vérifier
I’égalité :
len—énlly = |[Pdae,aem (Xmw) = Phax, ncaam (X)),

HP\J/_Q(XS7S<O)(X0) - P\%2(X577Ngs<o)(X0)H2

Or V2(X,, s < 0) = Uy VX5, —N < s < 0). D’aprés le corollaire 5.I1.2, on en déduit que Py~ 2 (x.—N<s<0)(Xo0)

converge au sens de la norme hilbertienne vers P V2(X.,5<0) (Xo0) quand N tend vers U'infini. On en déduit le
premier point, & savoir

lim HEN —51\/”2 =0
N —+oc0
Les deux autres limites en découlent, car 53, = ||Ex||3 a méme limite que ||ey]||3 = 02 ; d’autre part,

(Xn,en) — (Xn,én)| < | Xnl2lleny — €Nl = N—400 O

d’ot il résulte que

XnN,EN
wNJ' = g
ON—i
converge vers
XN EN
Kvew) _
g

En pratique, le procédé d’orthonormalisation de Schmidt permet le calcul par récurrence de (52, =
1,....,N)etde (¢;,0<i<t<N):

l .
¢t7t7j = =2 A/X t_ Zwtt udjj] u0. ) =1,..,t

ﬁ::w@—ZﬁHﬁ
u=1

<.



avec 67 = vx(0). Cette méthode porte en statistique des processus le nom d’algorithme des innovations.

En remplacant dans ’algorithme précédent la fonction d’autocovariance vy par son estimateur @;N), on

définit les estimateurs ﬁt(]j) et 67 (M),

Théoréme 3.11.7 Si X est un processus ARMA, dont l’innovation ¢ est un bruit blanc au sens fort, possé-
dant un moment d’ordre 4, alors, en reprenant les notations précédentes, pour tout k > 1 et pour toute suite
d’entiers positifs (my, N > 1) telle que my < N, limy_.1oo my = 400 et limy_ 400 ~is = 0, le vecteur
aléatoire

\/Nt(&',(-n,]\j\zyl - 1/)17 cee 71/;7(711\1]\,)7]@ - wk)

converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de covariance A = (a; ;)i j=1..r telle que a; ; =

Z;n;nl(i,j) Vi—uj—u. De plus, 6%2’) converge en probabilité vers o2.

Exercice 2. Soit X = (X;,t € Z) un processus ARMA(1,1), vérifiant X; + ¢X1_1 = €¢ + 041, avec €
bruit blanc de variance o2, et |0),|¢| < 1.
1. Onposeé; = X1 et &, = Xy — P‘#(l X1,oXe 1) (Xt) quel que soit t > 1. Montrer que pour tout t > 1 4l
existe 0, 1 tel que

X+ 0Xi 1 =+ 0161

2. En déduire la relation de récurrence

5 =X (20)
UE
2
5t+1 == 1 + 92 - 6—
Ot

avec §; = E[£?]/02.
3. Etablir une relation de récurrence simple définissant la suite (€;)1<i<n-

4. (Question portant sur le chapitre suivant) Calculer formellement Uerreur de prédiction au pas h, puis
en donner une approximation explicite en fonction de 0 et ¢.

Exercice 3. Soit X = (X;,t € Z) un processus ARMA(p,q). On pose &; = X; — P‘J/_Q(LXl,..quq)(Xi)'

1) On suppose p = 0. Soit (¢; j)1<j<i<n les coefficients déterminés par l’algorithme des innovations, tels
que

i—1
X = E Vi j€i—j
Jj=0

Montrer que ¢; ; =0 si j > q.
2) On suppose maintenant p # 0. On pose pour tout i € {1,...,N}

- X; si i < max(p,q)
"] ¢(B)(X); sinon.

a) Montrer que V*(1, X1,...,X;) = V2(1,Y1,...,Y;) quel que soitic {1,... N}.
b) Montrer que &; =Y; — P\#(l,Yh...,Yi,l)(Yi) quel que soit i € {1,...,N}.
¢) En déduire une récursion simple pour le calcul des ;.



3.111 Estimation des paramétres d’'un modéle ARMA

Soit © = (z¢,t € {1, ..., N}) une série temporelle qu’on souhaite modéliser non seulement par un processus
faiblement stationnaire, mais plus précisément par un processus ARMA (p, ¢) caractérisé par

avec
0(z) =1+ 012+ -+ 0,427

o(z) =14 12+ -+ pp2?

e bruit blanc de variance o2

L’étude consiste & déterminer d’abord les couples (p,q) possibles, pour chacun d’entre eux & estimer les
paramétres du modéle ARMA associé, a tester les modéles obtenus, et parmi ceux retenus, & choisir celui
qui a le meilleur pouvoir prédictif ou informatif.

3.III.A Estimation de p et ¢
Cas d’un processus MA(q)

Soit X = (X4, t € Z) un processus MA(q). D’aprés le théoréme 3.I1.5, pour tout r > ¢, alors 'autocorré-
lation empirique pg(N)(r) est approximativement une gaussienne centrée de variance

En pratique, on fait donc ’approximation

ok (r)
Vr > gq, ~ N(0,1).
¢1+2u o ()2

On en déduit un test (pratique mais peu rigoureux) de Hy : X est un MA(q) ; si pour (presque) tout r > ¢
et r < N/4,on a

\/1+zu 0 w)?
N 9

G

alors on accepte Hy. Si l'on se limite & r < N/4, c’est que 'estimation de pgév)(r) devient de moins en moins
précise quand r croit vers N.

Cas d’un processus AR(p)

Soit X = (X;,t € Z) un processus AR(p). D’aprés le théoréme 3.I1.5, pour tout r > ¢, alors "autocor-
1 . - (N) . . . , .
rélation partielle empirique 7y (r) est approximativement une gaussienne centrée de variance 1/N. On en

déduit comme précédemment un test de Hp : X est un AR(p); si pour (presque) tout r > g et r < N/4, on

a
1
1 I
< ,96\/N,

)

alors on accepte Hy.

Cas d’un processus ARMA((p, q)

On pourrait s’inspirer du critére du coin pour construire un test sur les paramétres p et ¢q. En pratique, on
procéde différemment et plus simplement en vertu de la remarque suivante : si X un processus ARMA(p, q)
vérifiant



avec 0(2) et ¢(z) sans racine commune, et £ bruit blanc d’innovation de variance o2, alors il peut se mettre
sous forme MA (00)

Xi=¢t+ Z YuEt—u

u>1
ou AR(0)
Xe+ Z NuXt—y =€t
v>1
Comme on a les inégalités
r , 27 2
q
Bl Xi—er =D tusiu < D vl
u=1 u>q'+1
d , 27 2
P
E Xt — &t + Z antfv S ’YX (O) Z |77u|
v>1 u>p’+1

et que Y, -, [¢u| comme > - [n.| sont finis, on en déduit qu’il est possible d’approcher d’aussi prés qu’on
le souhaite X par un processus de type MA(q') ou AR(p’) avec p’ > p et ¢’ > ¢. En pratique, on choisit pour
valeurs de p’ et ¢’ celles que ’on détermine par les méthodes vues précédemment, en supposant le processus
AR puis MA. Cela fournit une premiére modélisation de X comme processus ARMA(p/, ¢’), avec en général
plusieurs couples (p’,q’) possibles. On verra par la suite comment améliorer cette premiére estimation-
majoration des paramétres de “taille” du processus ARMA.

3.I1II.B Estimation des paramétres du filtre ARMA et de la variance du bruit
blanc

Une fois que ’on a décidé de chercher pour la série temporelle 2z un modéle ARMA (p, q), reste & estimer
les coefficients qui le caractérisent. On procéde en deux temps, une premiére estimation empirique étant
ensuite affinée par des techniques fondées sur le maximum de vraisemblance.

Estimation préliminaire

Estimation de la partie autorégressive. Si X est un processus ARMA (p, ¢) causal et inversible, vérifiant
¢(B)(X) = 6(B)(¢), alors on a vu que sa fonction d’autocovariance vérifie la relation de récurrence suivante :

Vi>qg4+1 yx(t)+dryx(t—1)+ ...+ dpyx(t —p) =0,
et que 'on peut en déduire le systéme d’équations dit aussi de Yule-Walker

px(q) oo px(g—p+1) b1 px(q+1)

px@+p—1) ... px(@) b px(a+p)

Les estimateurs de Yule-Walker de ¢y, ..., ¢, sont donc naturellement définis par

p% (q) o g -p+1) Y P (g +1)
~(N ’ AN- A:N B ~(N '
P g +p—1) P (q) ) P (q+p)



Estimation de la partie moyenne mobile et de la variance du bruit blanc. On s’appuie sur la
remarque simple suivante : Y = ¢(B)(X) est un processus MA(q), de paramétres 61, ..., 0,.

Une fois calculé qAS(N)(z) =1+ ¢?§N)z + .+ ¢?;(7N)z”, on pose

Y =M (B)(X),

et 'on détermine les estimateurs é§N), e ,ééN) de 6y,...,0, en appliquant & Y I’algorithme des innovations.
On en déduit également Pestimateur ()2 de la variance du bruit blanc o2.

Estimateurs des moindres carrés et du maximum de vraisemblance

Les estimateurs précédents sont assez grossiers. Ils servent essentiellement & initialiser les procédés de
calcul numérique (par descente de gradient et approximations successives) des estimateurs plus élaborés qui
sont vus maintenant.

Notations. Soit X = (Xy,t € Z) un processus ARMA(p, q) tel que
@(B)(X) = 0(B)(e)

avec ¢ bruit blanc gaussien de variance o2. Notons ¢ = (¢1,...,¢,) et (61,...,0,). La fonction d’autocorréla-
tion de X est une fonction de ¢ et 6, qu’on notera p(g ). De méme, la fonction d’autocorrélation partielle de
X, qui se calcule & partir de la fonction d’autocorrélation, est-elle une fonction de ¢ et 6, qu’on notera 7y 4)-

La matrice de corrélation d’ordre k sera notée REG) 6 = = (p(o,¢) (i — ]|)) et la matrice de covariance par

i,7=1"
) (k)
L0.6.02) = 1x(0) By ).

Soit (£1,...,én) la base orthogonale de V2(X1,..., Xy) construite par 1'algorithme des innovations :

gt = Xt - Pd:Q(Xl,..thfl)(Xt)

11 existe des coeflicients 1); ; et 7; ; tels que pour tout t =1,...,Neti=1,...,£—1, on ait

X = &+ Vi

t—1
& = Xt‘f'Z??m‘thz‘
i=1

(0-0) ot n@f‘z’). En effet,

La encore, ces coefficients ne dépendent que de 6 et ¢ et on les notera plutodt Y ;g

PVQ(Xl, Xi_1) Xt Zntht s

ce qui implique que les coeflicients 7 ; sont déterminés par les équations de Yule-Walker

- —1¢,1 Peo,¢)(1)
R t—1 : _ .
(0,9) :

—Mtt—1 Po,4)(t)

Les coefficients 7, ; sont donc bien fonction de 6 et ¢ uniquement. Quant aux coefficients v; ;, ils peuvent

étre calculés & partir des 7; ;. En effet, notons S(e s ©t T((év (;) les matrices triangulaires supérieures

0,¢ 0,9 0,9

1 ¢é,1 ) ¢§72 b wl(\/,N)—l
1 (0,9) 1p(9,<¢>)

) 3,1 N,N-2

Sto.6) = :
(0,9)

1 VYN



et

L e,
Lo
Tiog) = ' :
Loy
1
Il s’agit bien str des matrices de passage entre les deux bases (X1,...,Xn) et (&1,...,EN) :

~ R N
(X1,...,Xn) = (Ela""EN)S((G,;)

et inversement

~ ~ N
(61,...,6]\]) = (X17'~'7XN)T((97QZ)

-1
En particulier, S((év q)b) = (T(N))) . Les coefficients v; ; sont donc bien fonction des 7; ; et donc de 0 et ¢.
On en déduit aussi que

Tl ey = E['(X1,...,Xn) (X1,..., Xn)]
= 'SGUE[ (G EN) i8] S
= "Slody 7 Ao Slowdy
avec AEG ;) la matrice diagonale
559,@ )
Agé\fc)ﬁ) - avec 5§97¢) = %(;i).

509

Enfin on notera ¢§97¢) et 77§97¢) les coefficients apparaissant dans les représentations MA(co) et AR(00) de
X :

0=) _ + +§¢§97¢)z¢ = 1
o(z) Pl 1430 {09z
Méthode des moindres carrés ordinaires Soit donc © = (x1,...,xy) une série temporelle qu’on

suppose modélisable par X un processus ARMA(p, ¢) dont on cherche les autres coefficients. La méthode
des moindres carrés consiste & choisir les valeurs de @ et ¢ qui minimisent la variance o2 du bruit blanc

5
d’innovation. Or ! ,t=1,...,N | est justement un bruit blanc de variance 0. L’estimateur le plus
5§97¢)
naturel de o2 est donc
N 0.6
N 8
On pose
t—1
(6, 0,
e @) = v+ Y e,
i=1

et on choisit comme valeurs de 6 et ¢ celles qui minimisent la fonction

N S(0,¢), 2 —
1 € (x)? 1 ~ Ly
6,9) = 5@ TN (R<e,¢>) T (3.4)
t

t=1



Notons 6 et q3 ces estimateurs, et &; = X; + ZZ 1 77t(Z )Xt ;. L’estimateur de o2 est la variable aléatoire

N o a2
1 o

N=p-qi= ;09

Notez que la renormalisation est en 1/N —p — ¢ et non 1/N, pour corriger ’écart qui existe entre &; et &,

et entre 559’(’5) et 559’¢).

Méthode du maximum de vraisemblance Si on suppose de plus que X est gaussien, alors la log-
vraisemblance du modéle statistique associé & (X1,...,Xy) au point = (z1,...,zy) est égale &

-1
111L((9,(;57 02;33) = In ! exp <—%x( Eé\% 02)) .ta,‘)

\/(27T)N det (T, 02))

= S - (%) — g (det (RY))) — 5w (RGD))

2 2 (0,9) (0,9)
Or
1 1
(N) t. (N)  AV) ) t
(R<0 ¢)) = ( S(0,6)- 20, qs)S(e ¢)) -
_ MY A T (g T
- (59 ¢>) (Aw ¢)) ( S0 ¢>) -t
1/5404)
_ (N) tp(N) ¢,
= T4 Lo, @
A
_ i & (@)?
o,
= &
(N) _ @) (N) g
dor (BO) = ae (1800 ) et (a0, et (520
N
_ (N (9,9)
= det (A(e ¢)) I1s¢
t=1
La log-vraisemblance est donc égale &
N (0,4) /12 N
1 e (ﬁ) N 1 (6,¢) N
2.\ _ t 2 ,
1nL(9,¢,U7;6)——@;W—51n(0)—§;1n(5t )—Eln(%r)

On choisit comme valeurs de 0, ¢ et o2 celles qui maximisent la fonction
(9, P, 02) —InL (9, b, 0% x) .
1l ressort facilement des équations de vraisemblance qu’en ce maximum on a

N .
o_lya@?
N 5159705) ’

t=1

et que 'on détermine 6 et ¢ en maximisant

N (D 02\ N
-3 n (Z eté(eg) ) -3 len (5§0,¢)) ,
t t=

t=1



autrement dit, en minimisant

2

N 09),
Z <H5<9 ¢>> . (3.5)

Exercice 4. Soit X = (X;,t € Z) un processus stationnaire de type AR(1), vérifiant l’équation

Xe=0Xi 1 +es

avec € un bruit blanc gaussien de variance o2, et |¢| < 1.

1) Déterminer la matrice de covariance du vecteur aléatoire (X1, X2), en fonction de ¢ et €2. En déduire
la densité de la loi de (X1, X2).
a b a b\' d —b
On rappelle que szdet( e d ) = ad — bc # 0, alors ( e d ) = m( ¢ a )
2) On suppose connues deux observations x1 et x2 du processus X auz instants 1 et 2. Déterminer les
estimateurs du maximum de vraisemblance de ¢ et ‘752 en fonction de x1 et zo.

Exercice 5 Soit X = (Xt,t € Z) un processus AR(p), vérifiant ¢(B)(X): = & avec ¢ bruit blanc de

variance o2. On pose &; = X, — P\J/'2(1,X1,...,Xi_1)(Xi)' Soit x = (x1,...,xn) € RN une réalisation de
(X1,..., Xn), (67(),...,e(x)) la réalisation correspondante de (51, ...,Ex). On note 6; = E[¢2]/o2.

a) Montrer que pour tout t > p, 0, =1 et ~(¢)( ) = ¢(B)(x):-
b) En déduire une expression simple de la vraisemblance de x dans ce modéle AR(p).

Exercice 6. Soit X = (X, t € Z) un processus AR(2), vérifiant X; + 1 X¢—1 + ¢2Xt—2 = ¢ avec €
bruit blanc. On note ¢§N) et gbéN) les estimateurs du mazimum de vraisemblance de ¢1 et ¢o connaissant
(X1,...,Xn). Quand N tend vers Vinfini, v/ N( ~§N) - ¢1, ~§N) — ¢2) tend en loi vers un vecteur gaussien

centré (U, V) de matrice de covariance
( 1—¢3  ¢1(1—¢2) )
¢1(1—¢2) 1-¢3

En déduire des domaines de confiance au niveaw o pour ¢1, ¢2, puis pour le couple (¢1, ¢p2).

Comparaison des deux méthodes, et résultats asymptotiques.

Lemme 3.II1.1 Sous les notations précédentes, X étant un processus ARMA causal et inversible,

lim 5(9 ¢ _

t——+o0
C’est une conséquence du théoréme 3.I1.6. On en déduit immédiatement le corollaire

Corollaire 3.I11.2

2~

N (9 ¢) N ~(0,¢0)/, 72
1 (0.4) 1 & (z)
33 b (T v 3 2 0

t=1 t=1



Preuve : La limite de In 559’4)) est 0 quand ¢ tend vers +oc; la moyenne de Césaro + Zivzl In (659’(’5))
converge aussi vers 0 quand N tend vers +oco. On en déduit

N
: (6,0) _ —
NEIEOO <H 0, ) =exp0=1.

t=1

2~

Remarque : Les estimateurs des moindres carrés se distinguent nettement des estimateurs du maximum
de vraisemblance lorsque E[(Xy — Xx)?] ne tend que lentement vers o2 quand N tend vers +oo, ce qui
correspond au cas ot le polyndme 0(z) posséde une racine proche de 1.

Théoréme 3.I11.3 Soit © = (z1,...,xn) une réalisation d’un processus ARMA causal et inversible X,
caractérisé par les polynomes ¢(z) = 1+ p1z + ... + ¢pzP et 0(z) = 1+ 012 + ... + 0,29, et par la variance
o2 du bruit blanc d’innovation. Posons o = (¢1,...,¢p, 01, ...,04,02). Soit & Uestimateur du mazimum de
vraisemblance. Alors le vecteur /N(& — «) tend en loi vers un vecteur gaussien centré, de matrice de

covariance de la forme < 61 2 ) avec

2
A = —limy i(al’ a)
e m (om0 g
h = 921
(o

Ce théoréme sert en particulier & élaborer des tests (asymptotiques) de nullité des coefficients.

Remarque : On a le méme résultat de convergence pour les estimateurs des moindres carrés, avec la
méme matrice de covariance asymptotique.

Meéthode des moindres carrés conditionnels Les deux méthodes, des moindres carrés ordinaires et du
maximum de vraisemblance, sont comme ont I’a vu trés proches 'une de 'autre. Elles le sont en particulier
en ceci qu’elles nécessitent & chaque évaluation de la fonction 4 minimiser le calcul de N(N —1)/2 coefficients
obtenus par l’algorithme des innovations (ce nombre peut néanmoins étre bien plus faible dans le cas d’un
processus ARMA - voir exercices). Cette complexité peut devenir problématique, notamment pour de grands
échantillons. La méthode des moindres carrés conditionnels s’avére alors plus adaptée. Elle est assez similaire
aux précédentes, car elle consiste aussi & minimiser les erreurs de prédiction, mais en supposant qu’avant
linstant initial les valeurs inconnues prises par la série x sont nulles, c-a-d en conditionnant par {X; =
0,Vi < 0}. L’erreur de prédiction & l'instant ¢ sachant tout le passé n’est autre que 'innovation :

“+o0
et = Xt — P¢2(Xs,s<t)(Xt) =X+ Zn;e’d))Xt,i
=1

Conditionnellement & I’événement {X; = 0,Vi < 0}, on a
-1
e =X+ Z 77§O7¢)Xt—i.

=1

On pose donc

t—1
e§9’¢)(33) =2+ Z n§9’¢)$t_i,
i=1



et on choisit comme valeurs de 6 et ¢ celles qui minimisent la fonction

N
0,0) = > e (@)? (3.6)
t=1

L’évaluation de cette fonction ne nécessite plus que le calcul de N coefficients, qui s’opére par récurrence :

t
69) — o — Z Gwﬁef)

avec n(()e’¢) = 1; cette formule est la conséquence de la relation existant entre les transformées en z

0(z)n"? (2) = ¢(2)

3.IV Test d’'un modéle ARMA

Une fois le modéle ARMA (p, ¢) estimé, il convient ensuite de tester si la suite des résidus (€ 0 ) /\ 5(0 ?) =
1,..., N) répond effectivement aux caractéristiques d’un bruit blanc (déja vu au premier chapltre

3.V Choix d’un modéle et critéres d’information

Une fois passés les tests, il peut rester plusieurs modéles valides. On détermine le choix de I'un d’entre
eux par d’autres critéres, en particulier les critéres d’information.

L’estimation par maximum de vraisemblance correspond & la minimisation d’une certaine distance entre
la loi théorique et celle qu’on peut modéliser. Cette distance est appelée information de Kullback ou
encore entropie. Il est donc assez naturel de choisir comme modéle celui qui minimise cette information.

Définition : Soient f et g deux densités de probabilité sur R™. On appelle information de Kullback
de f par rapport & g la valeur suivante :

K(f.g { Zme (1, ey T ) In (H) dry..dr, si f <<g

+00 sinon.

Propriété 3.V.1 1. K(f,g) est positive.
2. K(f,g) =0 si et seulement si f = g.

Soit x = (x1, ..., x ) une réalisation d’un processus X ARMA (p, ¢) gaussien, vérifiant ¢(B)(X) = 0(B)(e),
et on note (;AS, 6 et 62 les estimateurs du maximum de vraisemblance (on suppose correctement estimés p et
q). Soit Y le processus ARMA vérifiant ¢(B)(Y) = 6(B)(¢'), avec & bruit blanc de variance 2.

La densité de probabilité du vecteur (X1, ..., X i) est donnée par L(6, ¢, o%;.) tandis que celle de (Y1, ..., Yi)
est donnée par L(qAS, é, 52%;.). La distance de Kullback entre le modéle exact et le modéle estimé vaut donc

K(L(0,6,0%.), L($,0,6%.)
= 2E[l ( (6,6,0% X))] — 2E[In(L(, 0, 6% X))



Minimiser cette distance revient & minimiser
_9E [m(L((Z), 0,62 X))}

Aoa N éié,é) X)2
= —2In(L(¢,0,6%x)) +E [% doien T(w) - N

Or on a l'estimation N 04

E lig > ﬂ] ~N oo 20+ g+ 1)

Akaike a donc proposé de choisir comme modéle celui qui minimise
AIC(p,q,0,¢,0%) = —2InL(0, ¢,0%x) + 2(p+q + 1)

Ce critére a tendance & conduire & une surestimation des valeurs de p et ¢q. Akaike en a donc proposé une
modification, le critére bayésien de Schwartz :

SBC = BIC(p,q,0,¢,0%) = —2InL(0, ¢,0%2) +2(p+q+1)InN

Les estimateurs de p et g obtenus par minimisation de ce critére ont le mérite d’étre convergents.

Remarques :

~ —2InL(0, ,6%; x) est approximativement égal & N In(52)) + N In(2x) + N. Ce qui permet de donner
des versions plus simples des critéres AIC et BIC.

— Dans un modéle, si 'estimation de certains des coefficients n’est pas significativement différente de 0,
on les fixe arbitrairement nuls. Il faut dans ce cas remplacer dans ’évaluation des critéres AIC et BIC
p + ¢ par le nombre de paramétres effectivement estimés.

— L’un des buts de la modélisation est de permettre la prévision. L’erreur qui est alors commise est
somme de deux types d’erreur :

1. L’erreur de prévision pure, erreur que ’on commettrait si les paramétres du modéle étaient connus
exactement (ainsi que toutes les valeurs passées du processus), erreur qui est proportionnelle 4 la
variance du bruit blanc du modéle.

2. L’erreur due a l'estimation des paramétres, qui est d’autant plus faible que les paramétres sont
peu nombreux (et le processus connu sur une longue durée).

Cette distinction a déja été observée au premier chapitre. Pour avoir I’erreur de prévision totale la plus
faible, on peut donc étre tenté de diminuer le nombre de paramétres du modeéle, ce qui diminuerait
lerreur d’estimation, mais augmenterait la variance du bruit blanc; inversement, chercher 'erreur de
prévision pure la plus petite conduit & priviligier des modéles & beaucoup de paramétres, dont ’erreur
d’estimation sera forte.

Les critéres d’information qui viennent d’étre vus proposent en fait une évaluation simultanée et pondé-
rée de la variance du bruit blanc et du nombre de paramétres. Ils invitent & choisir un modéle réalisant
un compromis entre erreur de prévision pure et erreur d’estimation. Cela permet d’espérer une erreur
de prévision totale la plus mince possible.






Chapitre 4

Modélisation et Prévision

4.1 Modéles linéaires avec bruit ARMA

Au chapitre 1, I’étude de la série temporelle z = (z4,t € T = {1869, ...,1972}) associée au niveau du lac
Huron sur une centaine d’années avait conduit & proposer le modéle linéaire suivant :

VteT, Xi=a+bt+ct®+e

avec ¢ bruit blanc. Or, aprés estimation, les tests sur les résidus (z; — a — bt,t € T) ont conduit & rejeter
cette derniére hypothése. On est donc amené a envisager un modéle plus général de la forme

VteT, Xp=a+bt+ct>?+Y;

avec Y processus ARMA. Reste alors & estimer 4 la fois les paramétres du modéle linéaire et ceux de Y.

Définition :  Soit © = (z4,¢ € T') une série temporelle. On appelle modéle linéaire avec erreur ARMA
toute modélisation de x comme réalisation d’un processus X vérifiant

vieT, X:=f(tp0)+Y;

avec f fonction linéaire du paramétre 3 € R? et Y processus ARMA. Si f est une fonction constante de ¢,
alors on dit simplement que X est un processus ARMA décentré.

L’estimation simultanée des différents paramétres de X est complexe. Rappelons les résultats de I’exercice
1.IV.C :si X = (X3, t € {1,...,N}) vérifie X = A.3 + Y avec A matrice de dimensions N x m et de rang

m,Y = (X, t € {1,...,N}) processus ARMA(p, q) de matrice de covariance 02R5é\%), avec 0, ¢ connus, et

(8,0%) € R™ x R’ paramétres, alors ’estimateur des moindres carrés de 3 - i.e. celui qui minimise o? -, qui
est aussi 'estimateur du maximum de vraisemblance & supposer que Y soit gaussien, est

B = (tA (R%%)M) T (Rgg,’;))le. (4.1)

Comme p, q, 0, ¢ ne sont pas connus mais doivent étre estimés, on peut procéder de maniére récurrente, par
approximations successives : A
— On suppose d’abord que p = ¢ = 0, i.e. que Y est un bruit blanc. On en déduit I'estimation 3y =

(*fAA)"'tAX de 3 & partir de la formule ordinaire.

— On calcule la série temporelle y) = © — A.B(O), qu’on modélise par un processus ARMA(p1), q(1)) de
parameétres é(l) et qg(l).

— On en déduit alors une nouvelle estimation

-1 \ 1 -1
3 [t (N) t (N)
ﬂ(l) o ( A (R(éu)#gu))) A) A (R(é(1)7$<1))) t

7



— On recalcule la série temporelle des erreurs y) = 2 — A.G(l) qu’on modélise par un processus
ARMA(p(2), q(2)) de paramétres 9(2) et ¢(2)-

— On réitere le procédé jusqu’a ce que les valeurs prises par les parameétres ne se modifient sensiblement
plus.

Exercice 1. Soit X = (Xy,t € Z) un processus de type MA(1) décentré :

Vt € Z Xt:,ux+8t+0€t_1

2

avec € bruit blanc gaussien de variance o* et |0] < 1. Déterminer lestimateur du mazimum de vraisemblance

de pux et de 0, sachant (X1,...,XnN).

4.I1 Modéles “intégrés”

Dériver est une autre fagon, plus souple, d’obtenir une série stationnaire. Cela consiste & faire passer la
série initiale dans des filtres de type I — B™.

4.II.A Modéles ARIMA

Définition :  On dit que X = (X,t € Z) est un processus ARIMA (p, d, q) si (I—B)?(X) est un processus
ARMA(p, q).

Suppression d’une tendance polyndémiale

Si x = (x4,t € T') est une série temporelle qui peut se mettre sous la forme
VvteT, xy=at+b+y,
avec r = (1) une réalisation d’un processus stationnaire centré, alors la série ©/ = (1 — B)(z) s’écrit
Ty=a+ri—ri1=a+vy,

avec 3y’ une réalisation d’un processus stationnaire centré. Partant de ce constat simple, on poursuit I’étude
en modélisant 3’ par un processus Y’ ARMA(p,q) décentré, vérifiant ¢(B)(Y’') = u + 0(B)(e), et on en
déduit le modéle ARIMA(p, 1, q) décentré (I — B)¢(B)(X) = p+ 0(B)(e).

Si I’on dérive deux fois, autrement dit si I’on fait passer la série par le filtre (I — B)?, on pourra éliminer
une tendance bindmiale. Plus généralement, pour supprimer une tendance polynomiale de degré d, il suffit
de dériver d fois.

Suppression d’'un comportement a-périodique non stationnaire

Une dérivation par (1 — B) est aussi utile pour étudier des processus non stationnaires qui n’admettent
pas pour autant de tendance simple.
Exemple : cas d’une marche aléatoire X

Xi=er+ X

avec € bruit blanc. Alors le processus dérivé Y = (1 — B)(X) est égal en fait & ¢, et il est facile de I'identifier.
D’autre part, on vérifie facilement que E[X;] =cte, et qu’il ne présente donc pas de tendance particuliére.

Il peut étre utile aussi de dériver pour obtenir une meilleure précision des paramétres du modéle. Sup-
posons que l’on ait une série temporelle = que I’on modélise par un processus ARMA vérifiant

avec ¢(z) un polynome possédant une racine proche de I'unité. Dans ce cas, 'intervalle de confiance pour
lestimation des coefficients de 6 et ¢ sera grand. La raison en est que le processus X est trés proche d’un



196

178 -
0 100
Vertical scale: 1 unit = .100000E+01;
Max. on vertical scale = L196023E+03:  Min. = L 177699E+03

F1a. 4.1 — Graphe d’une réalisation de la marche aléatoire X pour ¢ € {1,...,100}

processus non stationnaire, et sur l'intervalle de temps fini sur lequel on le considére, il peut méme en étre
quasi indiscernable. Or les résultats de convergence des estimations ne sont valables que pour des processus
stationnaires.

Dans cette situation, il peut étre préférable de dériver = par (I — B), et de modéliser la série résultante
par un processus ARMA dont le polynéme 6 associé ne posséde pas de racine proche de 'unité, et pour
lequel ’approximation des autres coefficients sera plus fine.

Les situations ot il est utile de dériver sont donc plus nombreuses que celles ou il s’agit simplement
d’enlever une tendance polyndmiale. Mais dans le cas ot une tendance est présente qu’il s’agit de soustraire,
notons que si la dérivation peut permettre de modéliser correctement la série temporelle, en revanche elle ne
donne pas d’information sur la tendance elle-méme.

Choix d’un modéle ARIMA

On différencie par le filtre (I — B) si ’on repére une tendance générale non constante (en particulier
monotone), ou si les premiéres valeurs de la fonction d’autocorrélation estimée sont sensiblement non nulles,
et & décroissance lente.

Cette deuxiéme condition s’appuie sur le résultat suivant :

Proposition 4.I1.1 Soit X un processus ARMA tel que

Si « est la plus grande des racines (en valeur absolue) de 0(z), avec une multiplicité n, alors il existe une
constante C' telle que
VteN |px(t)] < Ct" ot

On peut dériver plusieurs fois. On s’arréte dés que I'une ou 'autre des fonctions d’autocorrélation estimées
décroit suffisamment vite vers 0, et qu’il n’existe pas de racine trop proche de 1 dans le polynéme 6 du modéle



ACF PACF

ACF : 961 917 .8Y6 .83 .8006 VY5 M4 Y17 690 665
645 628 616 597 .5¥2 549 522 490 456 423
398 3PP 357 32¢Y 290 253 223 198 (167 129

083 .024 -.026 —.065 -.102 —-.136 -.170 —-.196 —-.214 - 232
PACF: .961 -.09Z .01 .018 .063 -.0Z2Z -.010 .043 -.017 .006
063 .018 .0Y0 -.113 -.043 .005 -.046 -.101 -.055 .0ZZ
050 0Z0 010 -.160 -.110 —-.029 060 010 -.1Z8 -.131

-.090 -.2Z8 .096 .054% -.065 -.066 -.043 .121 .05Z -.038

Fi1G. 4.2 — Autocorrélogramme associé

ARMA qu’on peut alors élaborer.

Exercice 2. Soit X un processus ARIMA(0,1,1), tel que Xg = 0. Calculer px(s,s + h), puis montrer
limgs 400 px(s,s + h) = 1.

4.II.B Modéles SARIMA

Supposons que x soit une série temporelle qui se mette sous la forme x; = f,(t) + r; avec f, périodique
de période n. Alors y = (I — B™)(x) vérifie

Yo =Tt — Tt—n
=fo(t) = folt —n)+1re —1ip

— -/
=Tt =Tt = Tt

Ne reste plus alors qu’a établir pour y un modéle ARMA.

Définition :  Un processus X tel que (I — B™)(X) soit un ARIMA est appelé un processus SARIMA.

En pratique, on filtre une série x par (I — B™) si 'on connait a priori ’existence d’une périodicité
de période n, ou si les valeurs de 4, aux instants n, 2n, 3n,... sont sensiblement non nuls, ou faiblement
décroissantes.

Naturellement, il est possible de dériver plusieurs fois. La forme générale d’un processus “intégré” est
donc la suivante :

6(B)o (I —B™)" o---o(I = B"™)™(X) = ¢(B)(e)

Remarques :
— Si ’on souhaite avoir le détail des variations saisonniéres, ou isoler une tendance générale, une décom-
position classique, utilisant les modéles linéaires ou les moyennes mobiles, peut étre plus adaptée.
— Les filtres du type (I — B™) ne sont pas inversibles. Si y = (I — B™)(z), alors il n’est pas possible de
récrire x comme ) (y) avec 1 filtre linéaire. Mais on dispose d’une formule de récurrence :

yy=I—-B")(x)i <= 2t =yt +Tt—n

11 suffit donc de disposer de n valeurs consécutives pour reconstruire la série initiale.



— Il ne faut pas abuser des dérivations, qui conduisent ensuite & des erreurs de prévision importantes. En
particulier, on ne dérive pas un processus pour simplement le recentrer (on lui 6te plutét sa moyenne
empirique). De méme, il ne faut pas oublier que dans I — B™, il y a I — B (composé avec I + B+ ---+
B"~1). Ainsi, si un processus parait avoir un tendance affine et une saisonnalité de période n, une seule
dérivation par I — B™ suffira & supprimer la saisonnalité, et & se ramener & une tendance constante.

— Les processus ARMA, ARIMA et SARIMA vérifient tous une équation du type ¢*(B)(X) = 6(B)(e),
avec ¢*(B) et 6(B) filtres linéaires ; mais le filtre ¢*(B) n’est inversible que dans le seul cas des processus
ARMA. La distinction entre ces modéles est donc indispensable. Notons aussi qu’un processus ARIMA
n’est pas stationnaire, et que la fonction d’autocorrélation d’un processus possédant une composante
saisonniére ne tend vers 0 en l’infini : toutes choses erronées pour un processus ARMA.
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F1G. 4.3 — Graphe d’une réalisation x = (z4,¢ € {1,...,100}) de X; =&, — 0,98X;_1

Exemple :

Exercice 3. Soit X = (X;,t € N) un processus du second ordre vérifiant le modéle SARIMA (1,1,1)(0,1,0)4
suivant :

Vt>6, (I—B)(I—B"(I+¢B)(X)=(+0B)(),
avec |¢|,|0] < 1, et ¢ bruit blanc.
1. Déterminer une équation de récurrence vérifiée par la fonction moyenne du processus X .
2. En déduire le type de séries que l’on peut modéliser avec ce processus.
3. Mémes questions en supposant cette fois que X est de modeéle SARIMA(1,0,1)(0,2,0)4 :

(I = BY)*(I + ¢B)(X)e = (I +0B)(e)s

4 11T Prévision

4.IT1.A Prédiction linéaire : cas général

Soit = (x¢,t € T') une série temporelle qu’on modélise par un processus X = (X, t € S) avec T' C S,
et de loi paramétrée par 3 € R*. Soit s € S\ T un indice de temps pour lequel on ne posséde pas de releveé.



ACF PACF

| | 1 |I|IIII 1 1
0 IR I LML N
1 '

ACF: -.399 —-.43Z .907 -.349 -.438 .83Z -.315 - .477 .7o4 -.287
-.4860 .717 -.266 -.440 .661 -.Z228 -.414 627 -.182 -.389

583 -.160 -.359 .530 -.138 -.359 .487 -.108 -.363 .411

-.087 -.334 .346 -.064 -.305 .Z298 -.0ZZ -.Z71 242 .014

PACF: —-.399 -.703 .783 .043 .0668 .055 -.074 -.257 .005 -.130
068 -.125 -.0Y6 213 049 144 052 097 050 .036

-.088 -.034 -.099 -.056 .040 -.105 .010 045 .00Z -.176

-.036 .040 -.035 -.007 .031 .065 .06 .00 -.0060 .O04Z

F1G. 4.4 — Autocorrélogramme de z

Prédire X, c’est déterminer une variable aléatoire fonction de (X, ¢ € T') la plus proche possible de X,. Si
I’on mesure la distance entre deux variables par la norme hilbertienne, alors le meilleur prédicteur au sens
des moindres carrés est

Pis(x,ier)(Xs) = E[Xo| X, t € T

Cette fonction n’est pas en général calculable (sauf dans le cas gaussien), et 'on préfére se limiter aux
fonctions affines de (X;,t € T'). On parle alors de meilleur prédicteur affine au sens des moindres carrés. 11
s’agit de

Xr(s) = P\#(th,teT)(Xs) = ao(s, ) + Zat(&ﬁ)xt
teT

Rappelons que dans le cas d’un processus gaussien on a I’égalité entre Ppr, (1, X0 4€T) (Xs) et P (Xu.t€T) (Xs).
Les coefficients a; sont caractérisés par le systéme d’équations

ao(s, B) + Zat(s,ﬁ)E[Xt] = E[X{]
teT
Z a(s,B)cov(Xy, X)) = cov(Xg, Xy) YueT

teT

Le probléme évident est que la variable aléatoire P‘}z(l X, t€T) (Xs) dépend du paramétre § en général in-

connu, qu’on est donc amené & remplacer par son estimateur 3 = 3 (X:,t € T). On obtient ainsi le prédicteur

XT(S) = aO(&B) + Zat(S7B)Xt

teT

L’erreur quadratique commise vaut alors
1X7(s) = Xr(s)ll2 < [|Xs = Xr(s)][2 + [ Xr(s) = Xr(s)]|2

Le premier terme || X, — Xp(s)||2 correspond a Ierreur de prédiction pure, le second || X7(s) — X7(s)|2 &
Perreur d’estimation. Il est difficile de calculer exactement ’erreur totale, ni méme ’erreur d’estimation,
sauf dans le cas des modéles linéaires. L’erreur de prédiction pure est en revanche plus simple & déterminer.
C’est aussi en général le terme dominant : en effet, les différents résultats de convergence montrent le plus
souvent que || 3 — 3|2 est de ’'ordre de 1/+/#T, dont il suit, par continuité, qu’il en est de méme pour I’erreur
d’estimation. Comme nous le verrons, il n’en est pas de méme pour l'erreur de prédiction pure, que dans la
pratique on est amené & confondre avec 'erreur totale commise.
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F1G. 4.5 — Graphe de y = (1 — B)(x)

4.IT1I.B Prédiction pour un processus ARMA

Soit « = (x1, ..., zN) une série temporelle qu’on pense étre une réalisation d’un processus X ARMA(p, q)
vérifiant la représentation causale et inversible ¢(B)(X) = 6(B)(g) avec ¢ bruit blanc de variance o2.

Remarque. On supposera dans toute la suite les processus ARMA centrés. En conséquence, on pourra
remplacer les espaces V2(1, X1,...) par VZ(Xy,...).

On pose comme & 'ordinaire

u=1
t—1
Xt = §t+z7/)t,u5t—u
u=1
0(z)
= 1+ dus
ERPY

Et on note p, g, qAS, é, 52, zﬁu, zﬁm et 7, les estimateurs des différents parametres du processus. On souhaite
construire un prédicteur de Xy, avec h > 1, qu’on notera Xy (h) (plutot que Xy . ny(N + h) comme



1
ACF PACF
| |
1] ||'|||||||I||I||“|I|I|I|| IIIIII |I|I||I|I|“|I||I |||||||||'I'|
T T
-1
ACF: -.1Z8 —.00Z -.040 053 .246 -.174 .007 -.208 .1Z3 -.034
—.275 —-.029 —-.189 .105 -.089 -.096 .0¥) 007 .159 -.034
060 062 061 073 -.089 (114 102 .07 -.151 -.088
-.021 .015 -.109 -.133 -.10Z2 .0Z26 .068 -.150 -.111 .0ZZ
PACF: -.1Z8 -.019 -.043 .043 .265 -.116 -.023 -.218 .039 -.07Z
—-.250 -.090 -.166 -.047 —-.040 —.068 .0YZ 040 .045 .058
006 001 -.019 -.071 —-.080 .016 .136 .150 -.091 -.004
-.083 —-.006 —-.138 -.063 -.128 —-.038 .0480 -.038 -.003 -.000

F1G. 4.6 — Autocorrélogramme de y

précédemment). Comme le processus est centré, on a

Xn(h)

1
Pya, ey (Xnn)
N+h—1

1 ~ -

PV2(51,...,§N) EN+h T E ’[/)N+h,u5N+h—u
u=1

N+h—1

E YN thuEN+th—u

u=h
N+h—1 N+h—u—1

7]N+h—u,vXN+h—u—v>

Z ¢N+h,u
u=h

o

XN-‘rh—u + Z
v=1

( -1

VN+ht + E WN+h,s+hTN—s,t—s

t=0 s=0

On en déduit le prédicteur linéaire

Xn(
L’erreur de prédiction vaut

[ XN+

)

UNtht + E WNthys+hTIN—st—s
s=0

N—
h) =

t

N-1
XnN—¢ (

Z XNn—¢
n—Xn(h)3

h-1
IEnh+ Y Unthubntaull3

u=1
0'2 <

h—1
h—1

, <1 . ng)
u=1

ONth+ Z VX huON+h—u

u=1

)

Q



A T’aide de l'inégalité de BienAymé-Tchebicheff, ou en supposant que le processus soit gaussien, on peut
déduire de ce calcul d’erreur un intervalle de prévision (approximatif) pour Xy yp.

Remarques :
— L’erreur de prédiction est toujours supérieure 4 o2 (contrairement aux erreurs d’estimation que ’on
peut faire “tendre” vers 0 si le nombre d’observations tend vers I'infini).
= limp—joo [ X4 — Xn(R)]]2 = 7x(0).

Exercice 4. Soit X un MA(q). Montrer que Xy (h) = P\J/_2(X1....,XN)(XN+h) =0sih>q.

Exercice 5. Soit X un processus autorégressif d’ordre p, vérfiant
VteZ, Xe+nXe1+-+0pXep=¢t
avec € bruit blanc d’innovation. On suppose connus (X1,...,Xy). Montrer que Xny(1) = ¢1 X, 1 — - —

(prtfp-

Exercice 6. 5 Soit X un AR(1), vérifiant X; + ¢Xi—1 = €; avec £ bruit blanc d’innovation associé o X.
Montrer que Xn(h) = (—¢)" X quel que soit h > 0. Calculer erreur de prédiction.

Exercice 7. Soit X un processus faiblement stationnaire de type MA(1), vérifiant :
Xt =¢e¢+0,68,1 Vt € Z

avec € bruit blanc faible de variance 1. On définit, a l'aide de l'algorithme des innovations, les variables
aléatoires &, et les coefficients (0, t)o<n<t tels que

& = Xy— P‘}Q(Xh.thfl)(Xt)

t—1
Xt = E an,tétfn
n=0

1. Que vaut 6y + ? Que valent 0, + pour n > 2 ? Quelle est la limite de 0; ;, quand t tend vers l'infini ¢

2. Déterminer en fonction de & et de 0y, les prédicteurs linéaires Xy (h) = Py xny (XN4n), ainsi
que la variance des erreurs de prédiction. En donner une approrimation pour N grand.

4.III.C Prédiction pour un processus (S)AR(I)MA

Les processus SARIMA étant définis linéairement & partir des processus ARMA, il est facile de déduire
du paragraphe précédent des formules de calcul de prédicteurs et d’erreurs de prédiction. Par exemple, si X
est un ARIMA(p, 1, q), autrement dit si (I — B)(X) =Y avec X ARMA(p, q), alors quel que soit ¢ > 0,

Xi=Xo+YV1 4+ 4+ Y,

En supposant X, orthogonal & V2(Y;,t > 1) (plus généralement, on est toujours obligé de rajouter une
hypothése du type V2(Xs,s > 0)LV?(Y;,t > 1) lors de ’étude d’un processus (S)ARIMA), on en déduit
que pour tout h > 0

Piraixo. xn)XNth) = Pirxom...vw) Ko+ Y1+ 4+ Ynin)

.....

= Xo+Vi+--+Yy+Yn(1)+- +Yn(h)

On est ainsi ramené aux problémes de prédiction pour un ARMA.
Mais il est intéresant de noter qu’on dispose en fait, tant pour les processus ARMA qu’ARIMA et
SARIMA, de formules de récurrence qui simplifient nettement ces calculs.



Supposons que X soit un (S)AR(I)MA, vérifiant
(1= B)'o (1= BT)Pt o0 (I — B™)P o 6(B)(X) = 0(B)(e)

avec ¢ bruit blanc de variance o2. On notera plus simplement, ¢*(2) = (1 —2)4(1 — 2T1)P1 (1 — 2T7)Prp(2) ;
d’ou Décriture ¢*(B)(X) = 60(B)(e). Soit p* le degré du polynéme ¢*(z), ¢ celui de 6(z). On suppose
N > max(p*, q), et on souhaite calculer le prédicteur Xy (h).

On pose

v — X; si t < max(p*,q)
e ¢*(B)(X)¢ si t > max(p*, q)

L. Quel que soit t >0, X; — Pax,  x, (Xe) =Y = Py, y, (Vo) =&

2. Quel que soit t > max(p*,q), Yi = >1_, 01, ;&1
On en déduit que pour tout N + h > max(p*, q),

q

XNin = —O01XNgho1—— qb;*XNM_p* + Z9N+h,j51v+h_j
7=0
> . . q
Xn(h) = —¢iXn(h=1) = =5 Xn(h—p")+ Y Oninjéninjsih<gq
j=h
= —¢iXn(h—1)—--— ¢} Xn(h—p*)sih>q

D’ot un calcul par récurrence du meilleur prédicteur linéaire.

Fonction de prévision La suite (Xy(h))n>, vérifie la relation de récurrence
Xn(h) + @1 Xn(h = 1) + -+ ¢ Xn(h = p*) =0
qui admet comme polynéme caractéristique
PG T e (= 207 (1/2)

Les racines de ce polynome sont 1/aq,...,1/a, avec («;) les racines de ¢*(z). Soient d, ..., d,, les multiplicités
respectives de ces racines. Alors il existe Py, ..., P,, polynomes de degrés respectifs d; — 1, ...,d,, — 1 tels que,

pour tout h > ¢,

Xy(ny= D 4y Tl

Les valeurs initiales Xn(q), ..., Xnx (¢ — p+ 1) qui permettent de déterminer Pi, ..., P,, sont appelées valeurs
pivotales.

Erreur de prévision Notons cZNHL = Xyan— X n(h). On a la formule de récurrence

qAh—1
dnin + ¢fdNin—1+ -+ Py AN th-p- = Z ON+h jEN+h—j
=0
Exemples :
dvi1 =Ent1
dyyz =Engo+ (07 +On121)EN11

Par récurrence, on montre ainsi qu’il existe des coefficients (3 ; tels que

h
dnyn = E Chi€EN+i

=1



L’erreur de prévision est donc égale &

h
IXn+n = Xn ()13 = Eld} ] = 02 Y R 0w+

i=1
Le calcul des coefficients (3, ; s’effectue grace a la formule de récurrence

Chii = —01Ch—1,i = — GpeCh—pi + ONthh—i

avec (r,; =0si k < i.

Exercice 8. Soit X le processus ARIMA(2,1,0) vérifiant
YVt >0, (1-B)o(I—0,4B—0,056B%)(X); =¢;

avec € bruit blanc. On suppose connus (X1, ..., Xy). Déterminer la fonction de prévision Xy, et calculer
Uerreur de prédiction.

Exercice 9. Soit X = (X;,t € Z) un processus ARIMA(1,1,1) vérifiant

avec € bruit blanc de variance o = 0,25. On suppose que Xy = 12 et que Xn 41 = P‘}Z(Xl _____ XN)(XNH) =
10. On suppose aussi N grand. Donner un intervalle de prévision o 95% de X N2, en supposant X1,..., Xn
connus.

Exercice 10. Soit X un processus ARIMA(0,2,1). Déterminer la fonction de prévision Xn4. en pré-
cisant les valeurs pivdtales, ot l’on suppose connus Xi,...,Xn. Donner Uexpression formelle de l’erreur

de prévision, puis son approximation explicite en supposant N grand. Mémes questions avec un processus
ARIMA(1,1,0) ou SARIMA(0,1,0)(0,1,0)4.

4.ITI.D Prévision aprés une transformation logarithmique

Soit X un processus tel que ¥ = In X soit un (S)AR(I)MA. Connaissant X1, ..., X, on cherche a
déterminer le meilleur prédicteur. On fait I'hypothése que Y est gaussien. Alors

Xn(h) = E[XN+h|X1, ey XN]

= E[QXP(Y:N+h)|Y1, ceey YN] 5

= E[eXP(YN(h) + (YN+h — Y]y(h))) |Y1, ey YN}
= exp(Yn (h))Elexp(Yn4n — Y ()]

= exp(Yn (h)) exp(3E[(Yn+n — Yn(h))?])

Un calcul similaire donne pour erreur de prévision

E[(Xn+n — Xn(h)?] = E[XR ] (1 — exp(=E[(Yn+n — Yn(h))])

4.1V  Compléments

4.IV.A Test de Dickey-Fuller.

Supposons qu’on cherche & modéliser z = (x1,...,zx) par un AR(1) décentré (1 + ¢B)(X — pu) = €. Si
x est effectivement une réalisation d’un processus AR(1) avec |¢| < 1, alors les estimateurs précédemment
vus sont asymptoiquement des gaussiennes de moyenne ¢ et de variance proportionnelle & 1/N. S’il s’agit
en réalité d’un processus intégré, c’est-a-dire si ¢ = —1, alors ce résultat asymptotique n’est plus vrai. Il
convient donc de tester au préalable cette hypothése.



Onpose VX; = Xy — Xy 1 = p* +0* Xy 1 + €, avec ¢ = —1—¢. Tester Hy : ¢ = —1 contre Hy : ¢ > —1
revient & tester ¢* = 0 contre ¢* < 0.

On suppose connu le processus entre les instants 1 et IV, et on estime les coefficients p* et ¢* par une
régression linéaire ordinaire. L’estimateur ¢* ainsi obtenu a pour variance

N
D (VX = = ¢ Xy )

~2 t=2

Opr = - -
(N_3)( iV:ll th2 - ﬁ( iillXt)z)

Sous ’hypothése Hy, on a le résultat asymptotique suivant :

lim P(fﬁ* c [—ta,O]) —1-a

N—o0 O g*

avec tl% = 3,43, t5% = 2, 86 et th% = 2, 57.

Remarque : Il existe une version trés similaire de ce test dans le cas d’une modélisation AR(p) avec
p>1.



