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Exercice 1. La premiére étape du calcul consiste & modifier ’ordre de som-
mation. Posons .
i
@ij = i 1

. i+1 ? ?
On souhaite récrire la somme v, = Y | > ;;2 ai,j souslaforme v, =3 5 > 5 ai;.
Notons E l’ensemble des couples d’indices qui apparaissent dans la premiére
somme. Alors
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Or J(] e considéré comme fraction rationnelle en j, se décompose en éléments
simples sous la forme

1 _a, b

iG-1) 5 j-1
Le calcul de a et b se fait “a4 vue d’ceil”, ou selon les procédés classiques; par
exemple, on évalue 'expression
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en j = 0, et on en déduit a = —1. De méme, on détermine b = 1. D’ou finalement
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aprés élimination des termes qui se soustraient deux & deux dans ’avant-derniére

ligne. Le résultat demandé vaut donc v, = 2.

Exercice 2. On procéde par récurrence. On pose pour tout n > 1
4'ﬂ

2/n =

=2et C1 =2; donc H(1) est vraie.

H(n) : <cr,

1. Casn=1:

2\/_
2. Soit n > 1 quelconque. On suppose H (n) vraie. Montrons qu’alors H (n+1)
est vraie aussi :
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Or 2242, /-1 est inférieur & 1; en effet :

2n+2 n 2n+2)2 n
+ ,/ 1 <1 < g < 1 car z ~ z? est strictement croissante sur R*

2n+1\{n 2n+1)2n+1—
2n(2n + 2)
“— —— =<1
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= —<1
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La derniére assertion étant & I’évidence vraie, on en déduit gZif A/ HLH <1,
et partant
4n+1
< Cn+1
ENCES TR

Autrement dit, H(n + 1) est vraie.

3. On a donc montré par récurrence que H(n) est vraie pour tout n > 1.

Exercice 3.
— Transcription en langage formel :

1. (V:c)(Vy)((P(w) et J(y)) = O(:c,y)). Ou, de facon équivalente,
(va) (%) (P(2) = (J(y) = O(,1)) ).

2. (v9)(32) (T(y) = (P(2) et O(=,1)) ).

3. (3)(¥)(P() et (J(y) = O(z,1)) ).

4. (%) (3y) (P(z) = (J() et nonO(z,)) ).

— Négation de la phrase 2 : il y a un jour de ’année ot aucune pharmacie
n’est ouverte.

— Enoncés équivalents : aucun.

— Enoncés qui sont négation ’'un de I’autre : 3 et 4; en effet

non ((Ela:)(\?’y) (P(m) et (J(y) = O(w,y)))>

= (Vx)(ﬂy)non(P(x) et (J(y) e O(a:,y)))
= (¥2)@y) (P@) = non(J(y) = O(z,1)))
= (¥2)3y)(P) = (J(y) et non(0(z,y))))

ou lon s’est servi & deux reprises de ce que (A = B) <=non(A et
non(B)) quelles que soient les propositions A et B. Ce qui montre bien
non(3)<=4.
— Enoncés qui s’impliquent : 1 implique 3, qui implique 2; en effet,
— 1 implique 3, car (Vz)(P(z) = A(z)) implique (3z)(P(x) et A(x)),
quelle que soit la formule A (ici A(z) est (Vy)(J(y) = O(=,y)))-



- 3 implique 2, car, d’une part, (J(y) = (P() et O(x,y))) est équi-

valent & (P(x) et (J(y) = O(z,y) ) (on le vérifie facilement avec un

tableau de vérité) ; d’autre part, (3z)(Vy)(A(z,y)) implique (Vy)(3z)(A(z,v)),
quelle que soit la formule A.

Exercice 4.
1. Montrons f (N;erAi) C Nierf(A;), autrement dit que

Yy € F) (y € f(NierAs) =y € Nier f(4i))
Soit y € F quelconque. Alors

yGf(ﬂieIAi) <~ (HZ'EE)(.’EEFME[AZ' ety:f(a:))
< @z eE)(Viel)(ze A ety=f(x))

D’autre part,

y € Nierf(4i) <= (Viel)(ye f(A))
<— MWiel)Bz e E)(ze€ A;ety=f(x))

Or on sait que
(Fz e E)(Viel) (A(z,i)) = (Vi€ I)(3z € E) (A(z,1))

quelle que soit la proposition logique A(z,%). En choisissant A(z,i) égale
a“z e A; et y= f(x)”, on en déduit

y € f(Nierdi) = y € Nier f(4))

ce qui établit bien ce qu’on voulait démontrer. Il n’y a pas en général
inclusion dans 1’autre sens. Voici un contre-exemple : E = F = I = {0, 1},
Ao = {0}, A1 = {1}, et f est application telle que f(0) = f(1) = 0. Alors
NicrAi = 0, f (NierAi) = 0, et Nier f(Ai) = {0}.

2. Montrons Uiejf_l(Bi) = f_l (UiEIBi)y autrement dit

(Vx € E) (.’E € Uiejfil(Bi) <<z € fﬁ1 (UiEIBi))
Soit z € E quelconque. Alors

— (Fel)(zef '(B))
— @Giel)(f(z) € Bi)
= (()EUzEIB)
= z¢€f ! (VierB))

T € Uier f 1 (Bi)

ce qui établit bien ce qu’on voulait démontrer.



