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Exercice 1
L’ordre correcte est 3, 6, 1, 8, 5, 2, 7, 4.

Exercice 2
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Or les u; et les v; sont de module inférieur ou égal a 1 donc :
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On utilise alors I'hypothese de récurrence P(n) et on obtient le résultat voulu.



Exercice 3

1. On fait le changement d’indice K = m + 1 et on utilise la formule du binoéme :
n+1 n n p+1 p+1 n
+1 +1
S = S = St = S =S (211 (Sm)
m=0 m=0 (=0 =0 m=0
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n
ou l'on reconnait Z m! = Z m! = S, puisque 0 = 0 si [ € N*. Par contre, si [ = 0,
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0°=1etdonc Y m’=1+ > m’nest pas égal & S, o mais & S, o+ 1. D’ou :
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3. On déduit des deux questions précédentes que

1
_ p+1 s 1 _ p + 1
Spt1pi1 = Snpr1+(n+1) 1+Z Spi = 1+Z Sy + Snpi1

et donc apres simplification :
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4. S, 0 = n est évident. Ensuite, on applique la relation précédente pour p =1, p = 2 et
p=3:
(77, + 1)2 =1+ Sn,O + 257171 =1+n+ 251”71
(n+1)° =1+ S0+ 351 +3Sn
(n+1)* =1+ 8,0+ 45,1+ 6S,2+4S5,3

d’ou
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Exercice 4

1. 11 y a beaucoup de moyens d’obtenir le résultat. En voici un : Puisque «/m n’est pas
entier, sin(a) # 0 donc

sin((n + 1)a) — sin(na) cos(a)

cos(na) = sn(a)

Donc si lim sin(na) =1 alors lim sin((n 4+ 1)a) = puisqu’il s’agit d'une suite ex-
n—-+00 n—-+4o0o

traite et donc par opération sur les limites : 111:{1 cos(na) existe et vaut
n—-+0o0o

l 1 — cos()

sin(a)
2. De la méme facon,

cos(na) cos(a) — cos((n + 1)«)

sin(na) = Sn(a)

et donc si lirf cos(na) = 1" alors lim sin(na) existe et vaut
n—-rod
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cos(a) — 1
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3. Supposons que les deux limites existent : lim sin(na) =1et lim cos(na) =1 d’ou

n—-4o00 n—-—+o0o

1 — cos(a) cos(a) — 1

ti=1
sin(a) ¢ sin(a)

I'=1

On en déduit )
o 1 —cos(a) l' cos(ar) — 1
~ sin(a) sin(a)
ce qui n’est possible que si I’ = 0 et alors | = 0 mais c¢’est impossible puisque sin®(na) +
cos?(na) = 1 et que donc en passant & la limite (? + " = 1. D’ou la contradiction
recherchée.
4. On déduit de ce qui précede que 1’'on peut montrer par I’absurde que si a un réel tel que
a/m ne soit pas un entier, alors les limites lirjp sin(na) et lirf cos(na) n’existent pas.
n—-—+0oo n—-—+0oo

En effet si 'une d’entre elle existait alors d’apres les questions 1. et 2., elles existeraient
toutes les deux et on aboutit a une contradiction d’apres la question 3.



