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∀(x, y) ∈ E2 :< u(x), y >=< x, u∗(y) >.2. Pour u, v ∈ L(E) et x, y ∈ E on a : < (u ◦ v)(x), y >=< x, (u ◦ v)∗(y) >.Par ailleurs < (u ◦ v)(x), y >=< u(v(x)), y >=< v(x), u∗(y) >=< x, v∗(u∗(y)) >.D'où (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.Exerie 1.1. Pour x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R

2, b(x, y) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + px2y2 et Φ =

(

1 1
1 p

).En e�etuant la rédution de q, l'on peut failement érire : q(x) = (x1 + x2)
2 + (p − 1)x2

2.Sous ette forme, on véri�e failement que q est dé�nie positive ssi p − 1 > 0 :Si p > 1, q(x) est positif pour tout x et ne s'annulle que pour x = (0, 0). Réiproquement, on a
q(α, 1) = (α + 1)2 + (p − 1), q(α, 0) = α2 et q(α,−α) = (p − 1)α2 pour tout α ∈ R.Ces valeurs partiulières permettent de prouver que q n'est pas dé�nie, respetivement, pas positive,pour p ≤ 1.Remarque : le alul des valeurs propres de Φ est légèrement plus ompliqué mais donne bien sûr lemême résultat.Pour p = 2 on a q(x) = (x1 + x2)

2 + x2
2 = x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2.2. Le produit salaire se déduit de b(x, y) et

[x|y] = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 = x1(y1 + y2) + x2(y1 + 2y2) .3. Il su�t d'érire que pour tout x = (x1, x2) ∈ R
2 on a

J(x) = x1 + x2 = [x|β] = x1(β1 + β2) + x2(β1 + 2β2) .Par identi�ation, on déduit que β1 + β2 = 1 et β1 + 2β2 = 1, d'où β = (1, 0).4. Par l'inégalité de Cauhy-Shwarz :
∀x ∈ R

2 − q(x)1/2q(β)1/2 ≤ J(x) = [x|β] ≤ q(x)1/2q(β)1/2,don
∀x ∈ S − q(β)1/2 ≤ J(x) = [x|β] ≤ q(β)1/2.Les bornes de J sur S sont atteintes lorsqu'on a l'égalité dans Cauhy-Shwarz,'est-à-dire pour x∗ = λβ, λ ∈ R.Comme x∗ ∈ S, on a q(x∗) = q(λβ) = 1, soit λ2 =

1

q(β)
= 1.Pour x∗

+ = +β, J(x∗

+) = +1 et pour x∗

−
= −β, J(x∗

−
) = −1.



Exerie 21. Il faut montrer que < ., . > est une forme bilinéaire dé�nie positive.(i) symétrie, pour p et q dans E, on véri�e failement que < p, q >=< q, p >.(ii) linéarité par rapport à la première variable, pour p, p̃ et q dans E, (α, α̃) ∈ R
2, on montre,grâe à la linéarité de l'intégration et de la dérivation < α p + α̃ p̃, q >= α < p, q > +α̃ < p̃, q >.(iii) positive, pour tout p ∈ E, on a

< p, p >=

∫ 1

−1
p(t)2 dt +

∫ 1

−1
p′(t)2 dt ≥ 0 .(iv) dé�nie positive, pour p ∈ E, on déduit de < p, p >= 0 que l'intégrale sur [−1,+1] de lafontion ontinue et positive t 7→ p(t)2 est nulle. De ei déoule que p(t) = 0 pour t ∈ [−1,+1].2. Soit p un polyn�me pair et i un polyn�me impair, alors la fontion t 7→ p(t)i(t) est impaire et sonintégrale sur l'intervalle [−1,+1] est nulle.Par ailleurs, en dérivant p et i, on onstate failement que p′ est un polyn�me impair et i′ unpolyn�me pair, la fontion t 7→ p′(t)i′(t) est aussi impaire et son intégrale sur [−1,+1] est nulle.Finalement, < p, i >= 0, les polyn�mes pairs et impairs sont orthogonaux.3. Il est immédiat de véri�er que F est stable par ombinaisons linéaires : la somme de deux polyn�mesde dégré inférieur ou égal à un est enore un polyn�me de dégré inférieur ou égal. De même pour lamultipliation ave un salaire réel. F ⊂ E est don un s.e.v. de E.La base anonique de F est (e0, e1) où e0(t) = 1 et e1(t) = t, pour tout t ∈ [−1, 1]. La dimension de

F est don 2.Comme e0 est un polyn�me pair, tandis que e1 est un polyn�me impair, d'après 2.,il vient < e0, e1 >= 0.Par ailleurs, < e0, e0 >= 2 et < e1, e1 >=
8

3
, en posant

p0(t) =
1√
2

et p1(t) =

√

3

8
ton obtient une b.o.n. de l'espae eulidien (F,< ., . >).4. Comme PF (q) ∈ F , il existe (α0, α1) ∈ R

2 tel que PF (q) = α0p0 + α1p1. Pour 0 ≤ i ≤ 1 on a
< PF (q), pi >= α0 < p0, pi > +α1 < p1, pi >= αi .Par ailleurs, omme PF (q) est la projetion orthogonale de q sur F on a, pour 0 ≤ i ≤ 1

0 =< q − PF (q), pi >=< q, pi > − < PF (q), pi > .-à-d. αi =< q, pi > .On a don PF (q) = 〈q, p0〉p0 + 〈q, p1〉p1.On peut noter que, p1 étant impair et q pair, on a α1 =< q, p1 >= 0.5. On a
‖q‖2 =< q, q >=

2

5
+ 4

2

3
=

46

15
et ‖PF (q)‖2 = α2

0 + α2
1 =

(

1√
2

2

3

)2

=
2

9
.Comme q = (q − PF (q)) + PF (q),

‖q − PF (q)‖2 = ‖q‖2 − ‖PF (q)‖2 =
46

15
− 2

9
=

128

45
.6. On onsidère l'espae eulidien (E,< ., . >) et le onvexe F . On onstate alors que

I(a0, b0) = inf
p(t)=at+b∈F

‖q − p‖ .Le théorème de la projetion sur un onvexe stipule que
I(a0, b0) = ‖q − PF (q)‖ =

8

3

√

2

5en plus a0 =
√

2/3 et b0 = 0


