
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06Liene 3e année, 2009�2010OptimisationCorretion de l'examen du 13-01-2010Exerie 1.1. Pour x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 et y = (y1, y2, y3) ∈ R

3, on pose
b(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2 + x3y3 .Pour y = x, on a bien q(x) = b(x, x).Par ailleurs, b est symétrique ar b(x, y) = b(y, x) pour tous x, y ∈ R

3. Pour montrer que b estbilinéaire, il su�t don de véri�er la linéarité par rapport à la 1ère variable. Soit x, x′, y ∈ R
3 et

α,α′ ∈ R, un simple alul (à faire) permet de véri�er que b(αx+ α′x′, y) = αb(x, y) + α′b(x′, y).On a ainsi montré que q est une forme quadratique.La matrie Φ est donnée par Φ =





1 2 0
2 1 0
0 0 1



.On peut érire q sous forme réduite, pour x = (x1, x2, x3) ∈ R
3, q(x) = (x2

1 + 2x2)
2 − 3x2

2 + x2
3Comme q(1, 0, 0) = 1 > 0 et q(−1/1/2, 0) = −3/4 < 0, on peut a�rmer que q n'est ni dé�niepositive, ni dé�nie négative.2. Les valeurs propres de Φ sont obtenues par l'équation suivante :

0 = det(Φ − λI3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 2 0
2 1 − λ 0
0 0 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣
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= (1 − λ)(−1 − λ)(3 − λ)On obtient les valeurs propres −1, 1 et 3, pour trouver des veteurs propres orthonormés, il su�talors de trouver une solution du système linéaire 3 × 3, Φ v = λ v et de garder v/‖v‖2.Un simple alul (à faire) donne, v−1 =
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, v1 =
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 et v3 =
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.3. Il faut montrer que q est non bornée sur R

3, 'est-à-dire qu'il n'existe auune onstante K ∈ R+telle que, pour tout x ∈ R
3, |q(x)| ≤ K.Or lim

α→+∞
q(0, 0, α) = lim

α→+∞
α2 = +∞ et lim

α→+∞
q(−2α,α, 0) = lim

α→+∞
−3α2 = −∞, don q n'est bor-née ni inférieurement, ni supérieurement.4. On peut d'abord noter que S est un ompat, omme q est une fontion ontinue, on peut a�rmerque q atteint son maximum et son minimum sur S. Il reste à les déterminer.



En appliquant la proposition 6.4 du ours, on peut érire,
∀x ∈ R

3 : (−1)‖x‖2
2 ≤ q(x) ≤ 3‖x‖2

2 .Pour x ∈ S, ‖x‖2 = 1, on a don −1 ≤ q(x) ≤ 3. En plus, q(±v−1) = −1 et q(±v3) = 3.On a don bien montré que q atteint son maximum sur S en ±v3 et son minimum en ±v−1.Exerie 21. Les points ritiques de f véri�ent ∇f(x, y) =

(

0
0

), (x, y) ∈ R
2.Or ∇f(x, y) =

(

2x
x2+y2+1

2y
x2+y2+1

)

=

(

0
0

) a omme solution unique le point (0
0

).Pour déterminer la nature du point ritique, on alule Hf (x, y) =

(

−2x2+2y2+2
(x2+y2+1)2

−4xy
(x2+y2+1)2

−4xy
(x2+y2+1)2

2x2−2y2+2
(x2+y2+1)2

),don Hf(0, 0) =

(

2 0
0 2

). C'est une matrie diagonale, elle admet 2 omme valeur propre double.
Hf (0, 0) est dé�nie positive.On peut don a�rmer que le point (0

0

) est un minimum loal strit de f sur R
2.2. Pour tout (x, y) ∈ R

2 on a : x2 + y2 ≥ 0, d'où x2 + y2 + 1 ≥ 1.Comme le logarithme est une fontion roissante, on en déduit que f(x, y) ≥ 0 = f(0, 0), pour tout
(x, y) ∈ R

2. Le minimum loal (0
0

) est don un minimum global.Exerie 31. Il faut déterminer (x, y) ∈ R
2 tel que ∇g(x, y) =

(

− 1
x

− 1
y

)

=

(

0
0

).Cette équation n'admet auune solution ! En e�et, 1/x > 0, pour tout x > 0, de même pour y. Lafontion n'a pas de point ritique et don pas d'extremum loal sur R
∗
+×R

∗
+, don pas d'extremum.Note : g non bornée n'entraîne pas qu'il n' y a pas d'extremums loaux !2. La ligne de niveau Lg(c) est l'ensemble des (x, y) ∈ (R∗

+)2 véri�ant l'équation
g(x, y) = − lnx− ln y = c⇔ ln(xy) = −c⇔ xy = e−c ⇔ y =

e−c

x
.Les équivalenes i-dessus sont vraies ar x > 0 et y > 0 ! On obtient don l'équation d'une hyperbolepour Lg(c).Pour c = 0, le graphe de Lg(0) est donné par y = 1

x
.La ligne de niveau passant par le point (x, y) = (2, 2) est obtenu par Lg(g(2, 2)) = Lg(− ln 22), legraphe a omme équation y = 4

x
.De même, la ligne de niveau passant par le point (x, y) = (1/3, 1/3) est obtenu par Lg(g(1/3, 1/3)) =

Lg(− ln 1
32 ), le graphe a omme équation y = 1

9x
, voir la �gure.3. On a

d(x, y) = −
1

2‖∇g(x, y)‖
∇g(x, y) =

1

2
√

1
x2 + 1
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( 1
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( 1
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y

)

=
1

2‖(x, y)‖2

(

y
x

)Les veteurs d aux points (x, y) = (1, 1), (2, 2) et (1/3, 1/3) sont reportés sur la �gure.Ils indiquent la diretion opposée au gradient en es points, 'est don la diretion de la plus fortedesente.



4. Les droites y = 2x − 2 et y = x/2 + 1 sont reportées sur la �gure. L'intérieur du domaine D esthahuré en rouge. Font partie de D aussi les segments semi-fermés ](1, 0), (2, 2)] et ](0, 1), (2, 2)].Attention, les points (0, y), 0 ≤ y ≤ 1 et (x, 0), 0 ≤ x ≤ 1, ne font pas partie de D !5. D'après la question préédente, le domaine D n'est ni ouvert, ni fermé ! On ne peut don pasimmédiatement appliquer un théorème.D'après 1., il n'y a pas d'extremum loal sur (R∗
+)2, on en déduit que la fontion g n'admet pas deminimum dans l'intérieur de D.Il reste à étudier g sur les segments semi-fermés ](1, 0), (2, 2)] et ](0, 1), (2, 2)].Sur ](0, 1), (2, 2)], 0 < x ≤ 2 et y = x/2 + 1. Il su�t d'étudier la fontion à une variable ϕ : x 7→

g(x, x/2 + 1) = − lnx− ln(x/2 + 1). Un simple alul (à faire) donne ϕ′(x) = −
2(x+ 1)

x(x+ 2)
.Sur ]0, 2], ϕ(x) est déroissante et atteint son minimum en x = 2, ϕ(2) = − ln 4.De même, sur ](1, 0), (2, 2)], 1 < x ≤ 2 et y = 2x − 2. On étudie ψ : x 7→ g(x, 2x − 2) = − lnx −

ln(2x− 2). On trouve ψ′(x) = −
2x− 1

x(x− 1)
.Sur ]1, 2], ψ est déroissante et atteint son minimum en x = 2, ψ(2) = − ln 4.On peut don onlure que la fontion g atteint son minimum surD au point (2, 2) et g(2, 2) = − ln 4.6. On véri�e failement que g(x, y) tend vers +∞ quand (x, y) tend vers (0, 0) dans D. Cei su�t poura�rmer que g n'admet pas de maximum sur D.
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PSfrag replaements

y = 2x− 2

y = 1
2x+ 1

y = 1/x

y = 4/x

y = 1/9x
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