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i
e 11. Les 
ontraintes sur (x, y) ∈ R
2 se lisent à partir de la dé�nition même de la fon
tion :

x >, y > 0, 1 − x > 0 et 1 − y > 0, 
e qui entraîne (x, y) ∈ Ω =]0, 1[×]0, 1[ le 
arréunité ouvert de R
2.2. Le ve
teur gradient s'obtient en 
al
ulant les dérivées partielles d'ordre 1 et on trouve :

∇f(x, y) = −

( 1
x
− 1

1−x
1
y
− 1

1−y

) .La matri
e hessienne s'obtient en 
al
ulant les dérivées partielles d'ordre 2 et ontrouve :
Hf (x, y) =

(

1
x2 + 1

(1−x)2
0

0 1
y2 + 1

(1−y)2

) .3. La matri
e hessienne est diagonale, on peut don
 y lire ses valeurs propres. Elles sontdé�nies pour tout (x, y) ∈ Ω et sont stri
tement positives, don
 pour tout (x, y) ∈ Ωla matri
e Hf (x, y) est dé�nie positive.4. L'équation ∇f(x, y) =

(

0
0

) admet 
omme solution unique (1/2
1/2

).La matri
e hessienne Hf (1/2, 1/2) étant dé�ne positive, 
e point 
ritique est un mi-nimum lo
al stri
t de f sur Ω.Note : la fon
tion étant 
onvexe, resp. 
omme f tend vers +∞ quand (x, y) tend versle bord de l'ouvert Ω, on montre que le point (1/2, 1/2) est le minimum absolu de fsur Ω.5. On peut é
rire g(x, y) = xy(1 − x)(1 − y), or maximiser g sur Ω revient à minimiser
f sur Ω, don
 max

(x,y)∈Ω
g(x, y) = g(1/2, 1/2) = 1/24 .Exer
i
e 21. La forme bilinéaire asso
iée à q s'é
rit, pour x et y dans R

6 :
b(x, y) =

1

2

(

x1y2 + x2y1 + x3y4 + x4y3 + x5y6 + x6y5

)

= xt B y.où la matri
e symétrique B est donnée par B =
1

2
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






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0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

















.On en déduit immédiatment que b est une forme bilinéaire symétriqueet q(x) = b(x, x) = xt B x est une forme quadratique.



Pour montrer que q est dé�nie positive, on peut é
rire :
q(x) =

1

4

(

(x1+x2)
2−(x1−x2)

2+(x3+x4)
2−(x3−x4)

2+(x5+x6)
2−(x5−x6)

2
).On en déduit que q n'est ni positivie, ni négative et qu'elle est dégénérée,des 
ontre-exemples bien 
hoisis donnent la même 
on
lusion, par exemple :

q(1, 1, 1, 1, 1, 1) = 3, q(1,−1, 1,−1, 1,−1) = −3 et q(1, 0, 1, 0, 1, 0) = 0.2. Soit v = (1, 1, 1, 1, 1, 1) et λ ∈ R alors
J(λv) = 3λ2 − λ

(

6
∑

i=1

αi

)

→ +∞ quand |λ| → +∞, don
 |J | n'est pas bornée.Pour montrer que J n'admet pas de minimum, resp. maximum, global, il faut montrerque J n'est ni bornée supérieurement, ni inferieurement !L'exemple J(λv) montre que J n'est pas bornée supérieurement.Si l'on prend w = (1,−1, 1,−1, 1,−1) et λ ∈ R alors
J(λw) = −3λ2 − λ

(

6
∑

i=1

(−1)i−1αi

)

→ −∞ quand |λ| → +∞,Note : d'autres exemples de ve
teurs sont possibles, p.ex. (λ, 1, 0, 0, 0, 0) · · ·3. On trouve fa
ilement le ve
teur gradient de J : ∇J(x) =
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x2 − α1

x1 − α2

x4 − α3

x3 − α4

x6 − α5

x5 − α6






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et la matri
e hessienne Hf (x) =
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0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
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
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qui est indépendante de x.
L'unique point 
ritique de J est x∗ =


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


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

Par ailleurs, on 
onstate que Hf (x) = 2B et on obtient la forme quadratique dé�niepar Hf (x), pour y ∈ R
6 par r(y) = yt Hf (x) y = 2 q(y).On a vu en 1. que q s'é
rit 
omme somme de 6 
arrés dont trois ont le signe '+' et troisle signe '-'. On peut en 
on
lure que x∗ est un point selle et J n'a pas d'extrémumlo
al.Note : Si l'on veut 
al
uler les valeurs propres de Hf (x) il faut 
al
uler
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−λ 1 0 0 0 0
1 −λ 0 0 0 0
0 0 −λ 1 0 0
0 0 1 −λ 0 0
0 0 0 0 −λ 1
0 0 0 0 1 −λ

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ2 − 1)3 ,don
 +1 et −1 sont les valeurs propres (triples).


