
Université René DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06Liene 3e année, 2008�2009OptimisationCorretion partielle du PartielQuestion de ours et exerie 1 voir ours et TD.Exerie 2.1) L'espae E = R2[X] est un sev de l'ev R[X] des polyn�mes à oe�ients réels. Il est dedimension 3 et une base est (1,X,X2).2) (a) On a < P,Q >=< Q,P >, ∀P,Q ∈ R2[X].(b) Soient P1, P2, Q ∈ R2[X] et λ ∈ R, on a
< λP1 + P2, Q > =

∫

1

0

(

λP1 + P2

)

(x)Q(x) dx

=

∫

1

0

(

λP1(x) + P2(x)
)

Q(x) dx

=

∫

1

0

(

λP1(x)Q(x) + P2(x)Q(x)
)

dx

=

∫

1

0

λP1(x)Q(x) dx +

∫

1

0

P2(x)Q(x) dx

= λ

∫

1

0

P1(x)Q(x) dx +

∫

1

0

P2(x)Q(x) dx

= λ < P1, Q > + < P2, Q > .De plus, < Q,λP1 + P2 >=< λP1 + P2, Q > par symétrie, d'où < P,Q > est bilinéaire sur
R2[X].() Soit P ∈ R2[X], alors P 2(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1] d'où

< P,P >=

∫

1

0

P 2(x) dx ≥ 0.(d) Soit P ∈ R2[X] tel que < P,P >=
∫

1

0
P 2(x) dx ≥ 0 = 0 omme x → P 2(x) est ontinueet positive sur [0, 1], on a P 2(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1] et don P (x) = 0, ∀x ∈ [0, 1], don P estun polyn�me admettant une in�nité de raines, il est alors égal au polyn�me nul.3) On applique l'inégalité de Cauhy-Shwarz aux polyn�mes P (x) = ax+b et Q(x) = x. Comme

< P,P >=
∫

1

0
(ax + b)2 dx =

∫

1

0
(a2x2 + 2bx + c2) dx et < Q,Q >=

∫

1

0
x2 dx = 1

3
, on obtient :

(< P,Q >)2 =

(
∫

1

0

(ax + b)x dx

)2

≤ (< P,P >)(< Q,Q >) =
1

3

(
∫

1

0

(a2x2 + 2abx + b2) dx

)

.



4) L'espae F = R1[X] est un sev de l'ev R[X] des polyn�mes à oe�ients réels. Il est dedimension 2. Construisons une base orthogonale. Cherhons les réels a, b et c tels que si P (x) =
a et Q(x) = bx + c alors < P,Q >= 0. Un alul donne :

< P,Q > =

∫

1

0

a(bx + c) dx

=
ab

2
+ ac.Don il faut que (a, b, c) satisfasse ab

2
+ ac = 0. On peut hoisir a = 1, b = 2 et c = −1. Lafamille (1, 2x − 1) est une base orthogonale de F .5) Par propriété de la projetion, on herhe la projetion p(P ) de P (x) = x2 sur F . Pour ela, onalule < x2, 1 > et < x2, 2x−1 > et ensuite on obtient que p(x2) =< x2, 1 > + < x2, 2x−1 >

(2x − 1). Or on voit que < x2, 1 >= 1

3
et que < x2, 2x − 1 >= 1

6
, don p(x2) = 1

3
+ 1

6
(2x − 1).Ainsi on trouve que a0 = b0 = 1

3
.


