
Université René Desartes � Paris 5UFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06 Liene 3e année, 2008�2009OptimisationPartiel du 18 novembre 2008Durée 1h30. Douments, alulatries et téléphones portables interdits.Il faut justi�er les réponses. Il sera tenu ompte de la rédation de la opie.
Questions de ours : Soit (E,< ., . >) un espae eulidien, on note ‖.‖ la norme assoiée.1. Démontrer l'inégalité de Cauhy-Shwarz.2. Dans quel as a-t-on égalité ? (le démontrer !)Exerie 1. Soit E = Mn(R) l'espae vetoriel des matries n × n à oe�ients réels.1) Montrer que (A,B) →< A,B >= Trae (tAB) est un produit salaire sur E.On note N la norme assoiée (N(A)2 = Trae (tAA)).2) Soient A et B dans E. Montrer que N(AB)2 ≤ N(A)2N(B)2, puis que N(AB) ≤ N(A)N(B).3) a) Soit A = (ai,j)i,j ∈ E. Caluler |Trae A|2 et N(A)2 en fontion des oe�ients ai,j.b) Montrer que |Trae A|2 ≤ nN(A)2.) Montrer que |Trae A|2 = nN(A)2 si, et seulement si, A est proportionnelle à la matrieidentité In.Exerie 2. Soit E, l'espae des polyn�mes réels de degré 2 à oe�ients réels.1) Justi�er que E est un R-espae vetoriel, en donner une base et la dimension.2) On munit E de la forme suivante :

< P,Q >=

∫

1

0

P (x)Q(x) dx.Justi�er que <.,.> est un produit salaire sur E. Donner la norme ‖P‖ assoiée.3) Justi�er que pour tous réels a et b,
(

∫

1

0

(ax2 + bx) dx

)2

≤
1

3

(
∫

1

0

(a2x2 + 2abx + b2) dx

)

.4) Soit F ⊂ E, l'espae des polyn�mes de degré 1. Justi�er que F est un s.e.v. de E, en donnerla dimension. Donner une base orthogonale de F . page 1/2



On note p la projetion orthogonale de E sur F . On rappelle que p est l'appliation linéairedé�nie de la manière suivante :
∀P ∈ E, p(P ) ∈ F et ∀(P,Q) ∈ E × F, 〈P − p(P ), Q〉 = 0.En outre on rappelle que pour tout P dans E et tout Q dans F , P − p(Q) et Q − p(P ) sontorthogonaux et que pour tout P dans E et tout Q dans F ,

‖P − Q‖2 ≥ ‖P − p(P )‖2.Soit P ∈ E, on appelle distane de P à F le nombredist (P,F ) = inf
Q∈F

‖P − Q‖.On admet que dist (P,F ) = ‖P − p(P )‖.5) Déterminer les réels a0 et b0 tels que :
I(a0, b0) = inf

a,b∈R

∫

1

0

(a + b(x − 1/2) − x2)2 dx,et aluler I(a0, b0).
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