
Université René Desartes � Paris 5UFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06 Liene 3e année, 2008�2009OptimisationPartiel du 24 novembre 2009Durée 1h30. Douments, alulatries et téléphones portables interdits.Il faut justi�er les réponses. Il sera tenu ompte de la rédation de la opie.Questions de ours : Soit (E,< ., . >) un espae eulidien, u ∈ L(E) un endomorphisme de E.1. Donner la propriété qui aratérise l'endomorphisme adjoint u∗.2. Pour u, v ∈ L(E), démontrer (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.Exerie 1. Pour x = (x1, x2) ∈ R
2, on pose q(x) = x2

1 + 2x1x2 + px2
2, p ∈ R, J(x) = x1 + x2 et l'ononsidère l'ensemble S = {x ∈ R

2 / q(x) = 1}.On se propose de déterminer min
x∈S

J(x) et max
x∈S

J(x).1. Montrer que q est une forme quadratique, pour ela expliiter la forme bilinéaire b telle que
b(x, x) = q(x) pour tout x de R

2.Déterminer la matrie Φ de q dans la base anonique de R
2.Sans aluler les valeurs propres de Φ, montrer que q est dé�nie positive si et seulement si p > 1.Pour la suite, on suppose que p = 2 et don q est une forme quadratique dé�nie positive.2. Déterminer le produit salaire [.|.] assoié à q.3. Déterminer β ∈ R

2 tel que J(x) = [x, β], pour tout x ∈ R
2.4. Grâe à e qui préède minimiser/maximiser J sur S.Exerie 2. Soit E l'espae vetoriel des polyn�mes réels de degré inférieur ou égal à 2. Pour deuxpolyn�mes p et q, on dé�nit 〈p, q〉 par :

〈p, q〉 =

∫ 1

−1
p(t)q(t) dt +

∫ 1

−1
p′(t)q′(t) dt .1. Montrer que 〈·, ·〉 dé�nit un produit salaire sur E. Quelle est la norme assoiée, notée ‖ · ‖ ?2. Montrer que les polyn�mes pairs sont orthogonaux aux polyn�mes impairs.3. Soit F ⊂ E l'espae vetoriel des polyn�mes réels de degré inférieur ou égal à 1. Justi�er que Fest un sous-espae vetoriel de E.Donner sa dimension ainsi qu'une base orthonormée pour le produit salaire 〈·, ·〉.4. Soit (p0, p1) une base orthonormée de F . On pose q(t) = t2 ∈ E.Montrer que PF (q), la projetion orthogonale de q sur F est donnée par

PF (q) = 〈q, p0〉p0 + 〈q, p1〉p1.5. Caluler ‖q‖2 et ‖PF (q)‖2 et en déduire ‖q − PF (q)‖2.6. Déterminer des réels a0 et b0 tels que
I(a0, b0) = inf

(a,b)∈R2

(
∫ 1

−1

(

t2 − at − b
)2

dt +

∫ 1

−1
(2t − a)2 dt

)

1

2

,et véri�er que I(a0, b0) = 8
3

√

2
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