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OCR : Base de données MNIST

Example (Base de données MNIST)

I La base de donnée MNIST1, données = couples
« imagette-étiquette »

I n = 60.000, d = 700, nbclasses = 10
I noyaux : taux d’erreur = 0,56 %,
I meilleur résultat = 0,4 % d’erreur).

7 8 7 9

Figure: Exemple d’imagettes pour la reconnaissance automatique de chiffres.

1http://yann.lecun.com/exdb/mnist/index.html
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deux autres exemples

Example (Base de données RCV 1)

La base de données catégorisation, disponible en ligne2, contient un
ensemble de textes chacun associé à plusieurs catégories. Cette base
contient 800.000 textes associés à plus d’un millier de catégories. Sur
cette base on peut, soit essayer de retrouver les catégories d’un document
(discrimination multiclasses), soit proposer une nouvelle hiérarchie de
classement des documents (classification automatique)

Example (Base de données census-house)

Cette base de données a été construite à partir du recensement de 1990
aux Etats Unis. Elle contient 22 784 cas avec chacun 139 variables
explicatives. La variable à prévoir est le prix médian d’une maison dans un
quartier. Le projet DELVE3, disponible sur le site internet de l’université
de Toronto, recense un ensemble intéressant de problèmes type.

2http://www.daviddlewis.com/resources/testcollections/rcv1/
3http://www.cs.toronto.edu/~delve/data/datasets.html
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le facteur « taille »

traduction
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Reconnaissance
d'objet

Météorologie
Géostatistique

Parole

Analyse
de scène

Texte
 RCV 1 

 Census 

Bio 
informatique

Figure: Illustration du positionnement de différentes classes de problèmes
d’apprentissage en fonction de leur taille (nombre d’exemples et nombre de
caractéristiques. En italique encadré sont rappelées pour mémoire les exemples
de bases de données cités dans le texte.

Universalié !
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Notations

I x est le vecteur des variables observées
I y la variable non observée à prévoir.
I x ∈ Ω le domaine
I y ∈ Y le codomaine.
I une fonction f de Ω sur Y
I un critère `

Entrée - Forme
Domaine Ω

Sortie - étiquette
Codomaine Y Fonction cout `

MNIST imagettes
28× 28 pixels {0, 1, ..., 9} 0/1

RDV 1 une dépèche Reuters
l’ensemble des textes

103 sujets
classement Reuters 0/1

census-house IR139 IR
(
f (x)− y

)2
Table: Exemples de domaines d’apprentissage, de codomaines et de
fonctions cout.
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apprentissage statistique

Definition (problème d’apprentissage théorique)

Soit Ω et Y deux ensembles. Soit P une famille de probabilités sur
(Ω,Y). Soit IP(x, y) ∈ P et ` une fonction de Y × Y sur IR. Trouver
la fonction f de Ω sur Y minimisant R(f ) = IE

(
`(f (X ),Y )

)
.

IP est inconnue on dispose d’un échantillon
{

(xi , yi ), i ∈ [1, n]
}

Definition (problème d’apprentissage effectif)

Soit (xi , yi )i=1,n un échantillon i.i.d. tiré selon une loi IP ∈ P
inconnue. Construire A pour laquelle ∀ε > 0 et δ > 0, il existe un
entier n0 pour lequel ∀n ≥ n0 :

IP
(
R
(
A
(
(xi , yi )i=1,n

))
− R(f ) ≥ ε

)
≤ δ

∀IP ∈ P
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machines à noyaux

Definition (machine à noyaux)

A
(
(xi , yi )i=1,n

)
(x) = ψ

( n∑
i=1

αik(x, xi ) +

p∑
j=1

βjϕj(x)
)

α et β : paramètres à estimer.

Exemples :

A(x) =
n∑

i=1

αi (x − xi )
3
+ + β0 + β1x

A(x) = signe
(∑

i∈I

αi exp−
‖x−xi‖

2

b +β0
)

avec I ⊂ {1, ..., n}

IP(y |x) = 1
Z exp

(∑
i∈I

αi1I{y=yi}(x
>xi + b)2

)
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Au début était le noyau...

Definition (Noyau)

une fonction k de deux variables de Ω× Ω à valeur dans IR.

Definition (Noyau positif)

Un noyau k(s, t) sur Ω est dit positif s’il est symétrique et si

∀{αi}i=1,n ∈ IR, ∀{xi}i=1,n ∈ Ω,
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαjk(xi , xj) ≥ 0

Definition (Matrice de Gram)

Soit k(s, t) un noyau positif sur Ω et (xi )i=1,n une suite de points de
Ω. On appelle matrice de Gram la matrice carrée K de dimension n et
de terme général Kij = k(xi , xj).
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Exemples de noyaux...

type nom k(s, t)

radial gaussien exp
(
− r2

b

)
, r = ‖s − t‖

radial laplacien exp(−r/b)

radial rationnel 1− r2

r2+b

radial loc. gauss. max
(
0, 1− r

3b

)d exp(− r2

b )

non stat χ2 exp(−r/b), r =
∑

k
(sk−tk)2

sk+tk
projectif polynôme (s>t)p

projectif affine (s>t + b)p

projectif cosinus s>t/‖s‖‖t‖
projectif corrélation exp

(
s>t
‖s‖‖t‖ − b

)
Table: Quelques exemples de noyaux usuels pour Ω = IRd . Les noyaux
dépendent d’un paramètre de largeur de bande b qui caractérise
l’amplitude de leur zone d’influence.
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du noyau aux fonctions
H0 =

{
f
∣∣ mf <∞; fj ∈ IR; tj ∈ Ω, f (x) =

∑mf
j=1 fjk(x, tj)

}
on a la forme bilinéaire positive suivante (g(x) =

∑mg
i=1 gik(x, si )) :

∀f , g ∈ H0, 〈f , g〉H0 =

mf∑
j=1

mg∑
i=1

fj gi k(tj , si )

Evaluation : ∀x ∈ Ω

f (x) = 〈f (.), k(x, .)〉H0

linéarité

∇f f (x) = k(x, .)
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EHNR - RKHS

Definition (espace de Hilbert à noyau reproduisant (EHNR))

Un espace de Hilbert F muni du produit scalaire 〈., .〉F est dit « à
noyau reproduisant » s’il existe un noyau k pour lequel :

∀s ∈ Ω, k(., s) ∈ F et ∀f ∈ F , f (s) = 〈f (.), k(s, .)〉F

noyau positif⇔ EHNR

I une fonction peut être évaluée en un point
I une mesure de corrélation entre deux variables.
I C’est encore un produit scalaire
I il exprime une régularité de l’espace des hypothèses
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Critère d’ajustement : fonction de perte

` : H,Ω,Y −→ IR+

f , x, y 7−→ `(f , x, y)

−1 0 1
0

1

yf(x)

co
ut

cout 0/1
charnière

charnière2

logistique
sigmoid

0
0

f(x) − y
co

ut

Cauchy
L1
L2
racine

Figure: Exemples de fonctions de perte non symétriques pour la discrimination (à
gauche) et symétriques pour la régression (à droite). Le coût noté « charnière2 » est
égal au carré du coût charnière.
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Critère d’ajustement : fonction de perte

Régulier Singulier

Convexe

logistique
log
(
1 + exp−yf (x)

)
L2-gaussien
(f (x)− y)2

charnière
(yf (x)− 1)+

L1-laplacien
|f (x)− y |

NON convexe

sigmoïde
1− tanh(yf (x))

Cauchy
log(1 + (f (x)− y)2)

0/1
|signe(f (x))− y |

Lp - racine
|f (x)− y |1/2

Table: Quelques exemples de fonctions de perte `. Dans la ligne c on
retrouve des critères convexes alors que ceux de la ligne nc ne le sont pas.
Pour le coût charnière, on utilise la notation suivante (x)+ = max(x , 0).
Dans e cas de la discrimination on à codé les étiquettes y ∈ {−1, 1}.
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Critère de régularité

régulier singulier

convexe
L2
‖f ‖22

L1
‖f ‖1

non convexe

normalized∑
j

α2j
1 + α2j

Lq, q < 1
‖f ‖q

‖f ‖2Hf
= α>α, ‖f ‖2H = α>Kα

‖f ‖1,Hf =
n∑

i=1

|αi |, ‖f ‖1,H =
n∑

i=1

|βi | avec β = L>α

‖f ‖pp,H =
n∑

i=1

|βi |p toujours avec β = L>α

qui, lorsque p < 1, n’est plus convexe.
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petite nomenclature

` h(H) Régression Discrimination
sing. sing.L1 Danzig Selector LP SVM

reg. sing.L1
K LASSO
K LARS

reg. log. L1

sing. reg. L2 SVR SVM

reg. reg. L2 Splines
K-rég. logistique
Lagrangien SVM

Table: Récapitulatif de divers algorithmes d’apprentissage selon la nature
de leurs fonctions objectifs. SVM et SVR signifient support vector
machine et support vector regression. LP linear programming, LARS
Least angle regression stagewise et reg. log. la régression logistique. Le
K. représente la version avec des noyaux ds algorithmes. Certaines de ces
méthodes seront détaillées dans la suite du texte.
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Le monde bouge : pourquoi `1 - ca va plus vite !

The Gaussian Hare and the Laplacian Tortoise
Computability of `1 vs. `2 Regression Estimators.

Portnoy & Koenker 1997
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`1 engendre la parcimonie : encore plus vite !

Définition : Ensemble d’homogénéité forte (variables)

I0 =
{
i ∈ {1, ..., d}

∣∣ βi = 0
}

Théorème

Régulier si S(β) + λT (β) dérivable en 0 et si I0(y) 6= ∅

∀ε > 0, ∃y′ ∈ B(y, ε) tel que I0(y′) 6= I0(y)

Singulier si S(β) + λT (β) NONdérivable en 0 et si I0(y) 6= ∅

∃ε > 0, ∀y′ ∈ B(y, ε) on a I0(y′) = I0(y)

Critère singulier =⇒ parcimonie Nikolova, 2000
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Les splines d’interpolation

Trouver f ∈ H telle que f (xi ) = yi , i = 1, ..., n
C’est un problème mal posé !{

min
f ∈H

1
2‖f ‖

2
H

avec f (xi ) = yi , i = 1, ..., n

L(f ,α) =
1
2
‖f ‖2 −

n∑
i=1

αi
(
f (xi )− yi

)
∇f L(f ,α) = 0 ⇔ f (x) =

n∑
i=1

αik(xi , x)

L(α) = −1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjk(xi , xj) +
n∑

i=1

αiyi Kα= y
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Théorème de représentation

Theorem (Théorème de représentation)

SoitH un EHNR de noyau k(s, t). Soit ` une fonction de Ω sur IR (un
critère de fidèlité) et Φ une fonction non décroissante de IR dans IR.
S’il existe une fonction f ∗ réalisant le minimum du critère suivant :

f ∗ = argmin
f ∈H

n∑
i=1

`
(
yi , f (xi )

)
+ Φ

(
‖f ‖2H

)
alors il existe un vecteur α ∈ IRn tel que :

f ∗(x) =
n∑

i=1

αik(x, xi )

qui peut être généralisé : +
∑m

j=1 βjφj(x)
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Les splines de lissage

(S)

 min
f ∈H

1
2‖f ‖

2
H + 1

2λ

n∑
i=1

ξ2i

avec f (xi ) = yi + ξi , i = 1, n

(S ′) min
f ∈H

1
2

n∑
i=1

(
f (xi )− yi

)2
+
λ

2
‖f ‖2H

min
f ∈H

1
2‖f ‖

2
H

avec
n∑

i=1

(
f (xi )− yi

)2 ≤ C ′

 min
f ∈H

n∑
i=1

(
f (xi )− yi

)2
avec ‖f ‖2H ≤ C ′′

(S ′′) min
α∈IRn

1
2
‖Kα− y‖2 +

λ

2
α>Kα

(S)⇔ (S ′)⇔ (S ′′)⇔ (K + λI )α = y

min
α∈IRn

1
2
‖Kα− y‖2 +

λ

2
α>α

α = (K>K + λI )−1K>y.
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La régression logistique à noyau

D(x) = signe
(
f (x) + α0

)
=⇒ log

(
IP(Y =1|x)

IP(Y =−1|x)

)
= f (x) + α0

IP(Y = 1|x) =
expf (x)+α0

1 + expf (x)+α0
IP(Y = −1|x) =

1
1 + expf (x)+α0

L(xi , yi , f , α0) = IP(Y = 1|x)
yi +1

2 (1− IP(Y = 1|x))
1−yi

2

vraisemblance pénalisée

`(f , α0) = −
n∑

i=1

log
(
L(xi , yi , f , α0)

)
+
λ

2
‖f ‖2H

=
n∑

i=1

log
(
1 + exp−yi (f (xi )+α0)

)
+
λ

2
‖f ‖2H
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La régression logistique à noyau

(R)

 min
f ∈H

1
2‖f ‖

2
H + 1

λ

n∑
i=1

log
(
1 + exp−ξi

)
avec ξi = yi (f (xi ) + α0) , i = 1, n

`(f , α0) = 1I> log
(
1I + expdiag(y)Kα+α0y

)
+

λ

2
α>Kα

∇α`(f , α0) = K
(
y − (2p− 1I)

)
+ λKα

Hα`(f , α0) = Kdiag
(
p(1I− p)

)
K + λK

αnew = αold+
(
Kdiag

(
p(1I−p)

)
K + λK

)−1 K
(
y− (2p−1I) + λα

)
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Les SVM dans le cas séparable


max
f ,α0

m

avec yi
(
f (xi ) + α0

)
≥ m

et 1
2‖f ‖

2
H = 1

⇔

{
min
f ,α0

1
2‖f ‖

2
H

avec yi
(
f (xi ) + α0

)
≥ 1

L(f , α0,α) =
1
2
‖f ‖2H −

n∑
i=1

αi
(
yi (f (xi ) + α0)− 1

)
∇f L(f , α0,α) = 0 ⇔ f (x) =

n∑
i=1

αiyik(xi , x)
max
α∈IRn

−1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjk(xi , xj) +
n∑

i=1

αi

avec
n∑

i=1

αiyi = 0 et 0 ≤ αi , i = 1, n
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Les SVM et les exemples

f (x) =
n∑

i=1

αiyik(xi , x)

type
d’exemple

α
valeur de

la contrainte
xi inutile αi = 0 yi

(
f (xi ) + α0

)
> 1

xi support αi > 0 yi
(
f (xi ) + α0

)
= 1

Table: Tableau récapitulatif des différents types d’exemples en fonction
de la solution des SVM. Si l’exemple est « support », il est positionné
exactement sur la marge dans l’espace de représentation H.

L’algorithmique efficace est là !

parcimonie : αi = 0
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deux autres formulations équivalentes

min
f ∈H,α0∈IR

1
p

n∑
i=1

max
(
0, 1− yi (f (xi ) + α0)

)p
+

1
2C
‖f ‖2



min
α
‖u − v‖2H

avec u(x) =
∑
{i |yi =1}

αik(xi , x), v(x) =
∑

{i |yi =−1}

αik(xi , x)

et
∑
{i |yi =1}

αi = 1,
∑

{i |yi =−1}

αi = 1, 0 ≤ αi i = 1, n

f (x) =
2

‖u − v‖2H

(
u(x)− v(x)

)
et α0 =

‖u‖2H − ‖v‖2H
‖u − v‖2H
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Figure: Illustration du rôle des hyperparamètres dans le comportement des
SVM dans le cas où les deux classes sont mélangées. Ces résultats ont été
obtenus avec un L1 SVM avec un noyau gaussien et sur le même jeu de
données. Seuls les paramètres C et b varient (respectivement avec les valeurs
(∞, 20, 1/4 et 3, 1, 1/3). En vert la cote 0 indique la frontière de décision de
chacun des SVM obtenus ainsi que les lignes supportant la marge (aux cotes 1
et -1).
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SVM généralisées

min
f ∈H,α0∈IR

n∑
i=1

max
(
0, 1− yi (f (xi ) + α0)

)
+

1
C
ϕ(f ) ϕ convexe.

Le cas particulier ϕ(f ) = ‖f ‖pp avec p = 1 donne les L1 SVM.
min

α∈IRn,α0,ξ
1I>β + C1I>ξ

avec yi
( n∑

j=1

αjk(xi , xj) + α0
)
≥ 1− ξi ,

et −βi ≤ αi ≤ βi , ξi ≥ 0, i = 1, n

avec β = |α|. Le dual de ce programme linéaire s’écrit alors :
max

γ,δ,δ∗∈IR3n
1I>γ

avec y>γ = 0, δi + δ∗i = 1∑n
j=1 γjk(xi , xj) = δi − δ∗i , i = 1, n

et 0 ≤ δi , 0 ≤ δ∗i , 0 ≤ γi ≤ C , i = 1, n
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Régression logistique à noyau et machine à
vecteurs importés

I la régression logistique est une méthode structurellement non
parcimonieuse.

I rechercher la solution à partir d’un sous ensemble S des
observations {x1, x2, ..., xi , ..., xn}.

I construire itérativement l’ensemble S à la manière d’une
méthode de contrainte active, en partant de l’ensemble vide
(S = ∅) et en ajoutant à chaque itération un exemple x`
judicieusement choisi (S = S ∪ {x`}).

I Cette astuce permet de recréer artificiellement la parcimonie.
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SVM et probabilités

log
IP(Y = 1|x)

IP(Y = −1|x)
est presque de même signe que f (x)

log
IP(Y = 1|x)

IP(Y = −1|x)
= a1f (x) + a2

IP(Y = 1|x) = 1− 1
1 + expa1f (x)+a2

Une autre approche :
g(x)−ε−(x) ≤ IP(Y = 1|x) ≤ g(x)+ε+(x) ; g(x) =

1
1 + 4−f (x)−α0

Les fonctions ε− et ε+ doivent vérifier :
g(x) + ε+(x) = exp−a1(1−f (x)−α0)++a2

1− g(x)− ε−(x) = exp−a1(1+f (x)+α0)++a2
a1 = log 2 et a2 = 0.
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SVM Multiclasses

I les méthodes de type « un contre tous »
I enfin les méthode de type « un contre un »
I Les méthodes globales (taille c × n),

min
f ∈H,α0,ξ∈IRn

1
2

c∑
`=1

‖f`‖2H +
C
p

n∑
i=1

c∑
`=1,`6=yi

ξpi`

avec yi
(
fyi (xi ) + byi − f`(xi )− b`

)
≥ 1− ξi`

et ξi` ≥ 0 pour i = 1, ..., n; ` = 1, ..., c ; ` 6= yi

estimateur non consistant mais bons résultats en pratiques.

type de
méthode

taille de
chaque pb.

nombre de
problèmes

tous à la fois n × c 1
1 contre tous n c
1 contre 1 2n

c
c(c−1)

2
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SVM à sorties complexes

la sortie y ∈ Y est structurée : suite, arbre ou graphe.
utiliser k(x, y , x′, y ′) (exemple k(x, y , x′, y ′) = yy ′k ′(x, x′))

min
f ∈H,ξ∈IRn×card(Y)

1
2‖f ‖

2
H + C

p

n∑
i=1

ξpi

avec f (xi , yi )− f (xi , y) ≥ ∆(yi , y)− ξi
et ξi ,≥ 0, i = 1, n, y 6= yi ∈ Y

où ∆ est une fonction coût positive vérifiant ∆(y , y) = 0.

f (x, y) =
n∑

i=1

card(Y)∑
y ′=1

αiy
(
k(xi , yi , x, y)− k(xi , y ′, x, y)

)
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Plan

1 L’apprentissage statistique

2 Les outils

3 Les méthodes à noyau non parcimonieuses

4 Les méthodes à noyau parcimonieuses

5 Aspects pratiques liés à la mise en œuvre des machines à
noyaux

6 Conclusion
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Programmation quadratique et noyau
répartissent les inconnues α dans trois sous ensembles.
[Is ] points supports vecteurs supports candidats 0 < αi < C .
[Ic ] points saturés αi = C on limite leur contribution
[I0 ] points inactifs : αi = 0 points loin de la frontière ne

contribuent pas

initialisation
Tant que (la solution courante n’est pas optimale) faire

mettre à jour la répartition des groupes
calculer les coefficients αi correspondant aux changements

Fait

Algorithme 1: Schéma général des algorithmes de résolution
itératifs.
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Programmation quadratique et noyau

(
Hs ys
y>s 0

)(
αs
α0

)
=

(
1I
d

)
 α0 =

d − y>s M
y>s N

αs = N − α0M
b

U = chol(H);
M = U/ Ut/y ; % Ut désignant la transposée de U
N = U/ Ut/e; % e = vecteur de 1
b = (yt*M)/(yt*N);
α = N-b*M; choleski update O(ns2)
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Logiciels

I http://asi.insa-rouen.fr/~arakotom/toolbox/
I http://asi.insa-rouen.fr/~gloosli/simpleSVM.html
I libsvm4 SMO
I Torch5 (écrite en C++).
I YALE6 (yet another learning environment)
I WEKA7.
I Lush8. (LASVM, HMM, RNA convolution...)
I Danzig selector www.l1-magic.org/

4http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm/
5http://www.torch.ch/
6http://yale.cs.uni-dortmund.de
7http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/
8http://lush.sourceforge.net/
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Réglage des hyperparamètres pour la sélection
de modèle

comment explorer - quand s’arrêter ?

I une grille
I chemin de régularisation.

C ≤ C0 assez petit, la solution est αi = 1
n . Tous les points sont

dans Ic .
lorsque C augmente il va exister un exemple vérifiant yi f (xi ) = 1.
calculer ce C0 : car f (xi ) = C

∑n
j=1 k(xi , xj) on a

C0 = maxi=1,n
1∑

j yik(xi ,xj )
.

calculer successivement l’ensemble des solutions (C augmente)
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Conclusion

quelques précisions

I marge : régularité
I noyau de mercer : noyau

positif
I SVM : une méthode parmi

d’autres

I noyaux (EHNR) universalité
I regularisation consistence
I convexité efficacité
I parcimonie efficacité

pas de modèle...

...mais un noyau, un cout, et une régularité !
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