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AVANT—-PROPOS

Depuis maintenant quelque dix années, nous avons poursuivi, en
liaison constante avec des expérimentalistes (travaillant dans le domaine
de la psychologie), des recherches statistiques d’ordre théorique et pra-

tigue (informatique).

Les travaux théoriques ont porté sur la construction d'une ap-

proche algébrigue de 1l'analyse des données expérimentales, dont la notion

centrale est celle de "comparaison” ; c’est pourquoi nous désignons cette
approche, et les procédures qui s'ordonnent autour d'elle, sous le terme

d'analyse des comparaisons.

Les travaux informatiques, qui prolongent directement les recher-
ches théoriques, ont conduit & un ensemble de programmes-machine, dont les
plus importants & 1l'heure actuelle sont ceux de la série VAR (VAR3 et VAR4
étant les derniers en date de la série), rédigés par M-0 LEBEAUX ; d'au-
tres programmes ont été rédigés par des collegues a double formation psy-

chologique et informatique, notamment V. Duquenne et J-M  Hoc.

La plupart des développements théoriques sont exposés dans des
articles, certains encore sous presse (cf. bibliographie du présent textel.
Par ailleurs, la Réf. 1976a (dite "brochure verte”), constitue pour les
utilisateurs du programme VAR3 (& 1l'heure actuelle le plus utilisé de nos

programmes), le "document technique de base” (1).

Cependant, étant donné le nombre croissant des utilisateurs et
leur plus grande diversité, la demande a été exprimée d'un texte de rca-

ractére introductif sur l'analyse des comparaisons, lequel, rassemblant

et situant les idées essentielles, pourrait faciliter 1l'accés aux dévelop-
pements théoriques et & 1'utilisation des programmes. Le présent texte

constitue une tentative pour répondre 3 cette demande (2).

Dans une entreprise de cette sorte, un cobstacle majeur est la di-

-

versité des lecteurs potentiels, beaucoup moins cruciale & notre avis, du

(1) Toutefois 1la "notice technigus” (p.46 sqg. de cetta brochure) devra étre
remplacée par la nouvelle "Notice d'utilisation de programme VAR3", en
date de Novembre 1977 (document dispcnible sur demande). Par ailleurs,
une nouvelle version de la "brochure verte” est en cours de rédaction ;
elle tiendra compte des derniers aménagements de VAR3 et englobera le
programme VAR4.

(2) Upe tentative antérieure était la Réf. 1976, qui, malgré sa brigéveté,
pourrait déja permettre un premier "survol” (le présent texte en consti
tue un élargissement direct ; nous avons notamment, repris le méme exem
ple expérimentall.
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point de vue de leur "niveau mathématique”, gque de leur expérience préala-
ble avec la statistique et avec 1la problématique expérimentale (sans comp-
ter la variété de lsurs attentes et de leurs intéré&ts). Dans la rédaction
du présent texte, on a cherché & tenir compte de cette diversité. Le "texte
principal” est en principe autonome, et ses seuls "préalables” ne vont gue-
re au-déla du langage ensembliste élémentaire et d'une certaine ouverture a
1'"état d'esprit expérimental” (1) ; 1'usage d'un style "littéraire” déli-
bérément plus illustratif que démonstratif, vise & fournir, non un substi-
tut "adouci” des développements formalisés, mais un éclairage de ces der-
niers. D'autre part, en marge du texte principal, on a inséré plusieurs
»apercus théoriques”, lesquels, sans prétendre résumer les développements
formalisés, donneront une idée de leur style. Enfin, une longue degrassion,
au milieu du chapitre V, s'adresse plus ﬁarticuliérement aux lecteurs déja fa-
miliarisés avec les pratiques ou théories courante de 1'analyse des données

expérimentales.

I1 va de soi que tous les commentaires suscités par ce texte saront

les bienvenus.

(1) On constatera en particulier que les bases "statistiques” (par opposition
3 "mathématiques”) se réduisent & peu de chose" ; nous sommes de plus en
plus convaincus qu'un acceés authentique a bien das théories statistiques
dépend davantage d'une "culture mathématique générale” préalable que de
connalgsances proprement statistiques ; conviction reflétée dans nos
textes théoriques récents, accessibles & des mathématiciens méme peu

"statisticiens” au sens traditionnel du terme.

&9
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CHAPITRE I — DE L'ANALYSE DE VARIANCE A L'ANALYSE DES COMPARAISONS

Spéeificité des méthodes d'analyse statistique des domnées expérimentales.

On entendra ici, par données expérimentales, des données qui mettent
en jeu d'une part une intervention provoquée, ou "traitement” (condition expé-
rimentale, médicament, innovation pédagogique, etc.) et d'autre part un plan

d'expérience, qui spécifie les modalités de "contréle” des facteurs essentiels

susceptibles de se traduire par un effet. La notion de "données expérimenta-

les” s'opposera donc ici, essentiellement, & celle de données de simple obser-

vation.

L 'expérimentation intervient généralement & un moment ol sont consi-
dérées comme suffisamment cernées les principales variables pertinentes rela-
tives aux phénoménes étudiés. Le but premier d'une expérimentation sera donc
rarement de partir en quéte de "structures cachées”, et dans 1'analyse sta-
tistique, les méthodes d'analyse factorislle ou typologigue pourront jouer un
r6le, mais qui sera subordonné & 1l'objectif principal : celui d’examiner et
d'évaluer les effets de 1l'intervention provoquée ; d'ol une spécificité mar-

quée des méthodes d'analyss statistique des données expérimentales.

Par aillleurs, presque toujours, les données recueillies au cours
d’une expérimentation ne portent que sur une partie de la population sur la-
guelle le chercheur souhaite parvenir & des conclusions ; d'ob 11 résulte que
méme lorsque les procédures statistiques mises en oeuvre seront seulement des-
criptives, la visée de 1l'’analyse sera essentiellement inductive (c’est-a-dire
généralisante) ; normalement, cette visée s'exprimera & tervers des procédu-
res expressément congues pour conduire 3 des conclusions inductives quantita-

tives, c’est-a-dire inférentielles (stricto sensu, c'est-a-dire raposant sur

un modele d'échantillonnage explicite).

La pertinence de 1'inférence statistique n'est certainement pas ré-
servée aux données expérimentales, et on peut 1'envisager également pour cer-
taines données sociologiques, archéologiques, etc. Mais pour les données
expérimentales, le modele d'échantillonnage nécessaire & la validité de ces
procédures sera souvent bien davantage qu'une "conjecture raisonnable” ; en
effet, 11 peut dans une certaines mesure &tre incorporé a 1'organisetion méme

de 1'expérimentation (notamment au moyen de 1'affectation au hasard des "uni-
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tés expérimentales” aux divers "traitements”), ce qui confére aux procédures

inférentielles alors utilisées un degré de légitimité vraiment privilégié.

Néanmoins, cette pertinence globale et cette légitimité de la pro-
blématique inférentielle n'entraireront nullement que les diverses méthodes
inférentielles soient toujours pertinentes, ni qu'elles soient toutes perti-
nentes au méme degré ; les tests de signification, notamment, qui constituent
& 1'heure actuelle la procédure inférentielle de loin 1la plus répandue, appa-

rasssent bien insuffisants lorsque les objectifs de recherche aménent 3 des

questions un peu "fines” (ainsi gque nous le développerons au chapitre VII).

L'aralyse de la variance classique

Nous désignerons ici par "analyse de la variance classique” 1'ensem-
ble des méthodes congues par R.A. Fisher pour l’analyse des données expéri-
mentales ; ensemble qui fut rapidement porté, par lui et ses contemporains,

4 un degré d'"achévement” resté insurpassé, notamment du point de vue de
1'équilibre entre les préoccupations théoriques et 1'élaboration pratique des
procédures ; il suffira d’évoquer ici quelques grands textes comme "Statisti-
cal methods for research workers” et "the Design of experiments” de Fisher

lui-méme, ainsi gque "Experimental designs” de Cochran et fox.
Les caractéristiques essentisllaes d'une analyse de la variance clas-
sique peuvent 8tre résumées en quelques lignes :

- & un plan d’expériencs donné, 1l'analyse associe une décomposition

particuliére, la "décomposition standard”, selon les sources de variation ca-

noniquement associées au plan : effets globaux des différents facteurs, effets
résiduels, effets d'interaction, etc. ; pour chaque source de variation, on
calcule une somme de carrés (gue nous apbellérons également : inertiel), un
nombre de degrés de liberté (d.l1.), et un carré-moyen (rapport de 1'inertie

au nombre de d.1l.) ;

- & chaque source de variation dont on examine 1l'effet, on associe

une source de variation, que nous appellerons source adjointe, susceptible de

lui servir de "terme de référence”, et traditionnellement utilisée pour pro-
céder & un test de signification. Dans ce but, on constitue le rapport "F de

Fisher” : rapport du carré-moyen de la source examinée au carré-moyen adjoint.
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si la valeur de ce rapport est "significative” (aux seuills conventionnels
usuels), on conclut (inférentiellement) & un effet de la source de variation

exeaminée.

L'ensemble des analyses de la décomposition standard est selon la

coutume rassemblé dans le tableau d’analyse de la variance familier aux expé-

rimentalistes. Dans la sortie n® 2 de 1'Annexe, la partie intitulée : "Ana-

lyse standard” conetitue un exemple d'un tel tableau. {Donnces H & B).

"Pratiques établies” : tableau d'analyse de la variance et analyses complé-
mentaires.

L'analyse de la variance classique apportait des réponses élaborées,
théoriques et pratiques, & certaines préoccupations restées longtemps insatis-
faites : notamment, celle de pouvoir examiner les effets de "plusieurs fac-
teurs variant & la fois”. D'od l’immense succéeés de ces méthodes, et le fait
que pendant longtemps, le tableau d'analyse de la variance classigue a cons-

titué la base essentielle & partir de laquelle 1'expérimentaliste cherchait

4 formuler les conclusions de la recherche effectuée.

Cependant, progressivement, sont venues d'adjocindre des analyses di-
verses visant a "compléter” les informations fournies par le tableau ; au-
jourd'hui, ces "analyses complémentaires” ont proliféré & un point tel qu’'-
elles tendent parfois & "étouffer” le tableau classique (sans le supplanter
cependant, du moins en théorie, aucune "révision déchirante” de la "doctrine”
n'étant intervenue) ; de sorte que pour schématiser les "pratiques étahlies”
actaelles, 11 suffira d’évoquer la juxtaposition : tableau classigue et ana-

lyses complémentaires.

N

La mise en oeuvre de ces pratiques fait montre, & 1'occasion,d'un
déploiement d'ihgéniosité et d'érudition tellement considérable que d'aucuns
pourraient imaginer que les méthodes d'analyse statistigque des données expé-
rimentales ne laissent désocrmais plus rien & désirer quant 2 leur adéquation
aux objectifs courants des recherches expérimentales. Malheureusement, un
examen attentif révele, au-dela d'apparences parfols brillantes, certaines
faiblesses inattenduss : notamment, le fait que dans maint mémoire expérimen-
tel, 1’énoncé des conclusions ne semble avoir qu'un lien lointein, ou artifi-

ciel, avec les indications fournises par les analyses statistiques ; parfois,



le décalege est tellement Tlagrent qu'un lecteur cendide pourralt presque
s’interroger sur 1'intér3t, ou la véritable fipali*s, de tout 1'appareil

statistique déplcoyé ...

Les raisons profondes d'un tel décalage entre les pratigues statisti-
ques et las conclusicns des chercheurs n'ont pas été pour nous si immédiates
a cerner, méme si nous nous scmmes rapidement convaincus que la source du dé-
calage, en tout état de cause, ne pouvait gtre imputée aux seules ignorances
ou malacdresses de "praticicns” qui auraient imparfaitement assimilé la "théo-
rie”, mais qu'il fallait la rechercher bel et bien dans les insuffisarces de
cotte théorie elle-méme (Sinon, comment s'expliquer, au niveau des pratiques,
autant d’"accommodements au coup par coup”, ccmpromis entre lzs désirs de

1'expérimentaliste et les apparsnces de 1’ohjectivité scientificue ?].

La "théoria regue" : statistique probabiligte "orthodoxe' et modéle lindaire
général de ia régression.

Parall2lement (ou plus exactement : avec un léger décalage dans le
temps) aux‘développements de 1'analyse de variance classique, =2 dévelon-
paient les constructions théoriques générales de la statisiique probabiliste
sous 1'auto-snpellation de "etatistique mathématique”, et parmi clinzs, la

snstruction de 1'école "orthodoxe™ He Neyman et Pearson, dont 1’emprise
doevait 8tre grands dans beaucoup de domaines, vcire quasi-exclusive comme

dans calui des données expérimentales.

_ Rapidement, les procédures (%)léguées par les "péres fondateurz"” se
virent intégrées, "récupérées” dans une constructicn qui n’alla’t pas tarder
3 devenir la "théorie recd de 1l'analyse de la varianne.AParmi 1as nombreux
textes exposant cette construction, on se bornera ici 3 mentionner le traité
de Scheffs : "The Analysis of Variance) paru en 1858, cer il constitue 1'en-
treprise d'intégration non seulement la plus compléte mails sand doute aussi
la plus lucide (l'auteur ne dissimulant guére les obstaczles sur lesquels,
malgré un arsenal technique impressionnant et impeccable, butait 1l'entrepri-
se) ; la plupart des textes parus depuis ont d*ailleurs repris la conception
d'ensemble de Scheffé, certains-chsrchant & en "simplifier la présentation”,

mais sans toujours-parvenir & en égaler la richesse et la solidité.

(+) ou plus précisément : la plupart des procédures, 1'exception des métho-
des fiduciaires (que nous évoquerons au chapitre 8) étant vraiment bien
13 pour confirmer la régle.



Du point de vue de son contenu, ce qui sans doute est le plus frap-
pant dans cette construction, c’est la portion congrue & laquelle est rédui-
te la spécificité de la problématique expérimentale. La principale notion
de base authentiguement expérimentale, cells de "matrice de plan” ("dssign
matrix”) est plongée d'emblée dans le cadre du "modéle linéaire général de
la régression”. Quant aux autres notions de base, elles ne renvoient pas a
une construction formalisée qui serait propre & 1l'expérimentation, mais &
des résultats généraux de statistique probabiliste (de 1'école "orthodoxe”").
Enfin le "style” de raisonnement est fondé sur un usage intensif du calcul
matriciel, ponctué par quelques représentations "géométriques” [(dans des

espaces multidimensionnels), au statut analogique et toujours merginal.

Certes il est incontestablement important de montrer comment des
procédures applicables & un domaine particulier peuvent Stre dérivées de
théories plus générales ; et il serait déraisonnable de nier tous les
acquis qui ont pu &tre obtenus par cette voie. Mais i1 serait non moins
aventuré, a l'inverse, de dissimuler gue certains concepts que cette voie

a amené & mettre en avant prétent encore largement & discussion, lorsqu’on

les envisage selon unz problématigque centrée sur l'expérimentation.

Bien révélatrice, & cet égard, fut la discussion qui suivit un exposé de

J. Nelder (Journal of the Royal Statistical Society, 1877) sur les recher-
ches actuellement en cours chez lgs statisticiens de la staticn agronomique
de Rothamsted, naguére rendue illustre par Fisher ; cette discussion opposa
les statisticiens les plus éminents sur le statut de notions aussi fondamen-
tales, pour l'interprétation des données expérimentales, que celle d'”effet
global” d'un facteur en présence d'interaction, ou encore celle de "facteur
aléatoire” (notion post-fishérienne, mais qu’on aurait pu croire définiti-

vement acquisel}, etc.

Un "diagncsiie” ; vers une "approche algébrique de l'analyse des données
expérimentales’.

Peut-on concevoir, sur le plan théorigue et pratique, des procédures
statistiques qui seraient davantage intégrées a la démarche expérimentale,

[

depuls l'explicitation des objectifs, Jjusqu'a la formulation des conclusions

a tirer des données recueillies ? Pour aborder ce probléme, i1 reus esT ap-
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paru indispensable de prendre un certain recul vis-3-vis aussi bien des
"pratiques établiss” que de la "théorie recue”. Dans la Réf. 1968, nous
formulions le "diagnostic" suivant :

"Une source essentielle des difficultés réside dans la distance entre les

intentions du chercheur et les procédures de calcul. Or, nous avons consta-

té que les structures mathématiques sous-jacentes aux procédures se trouvent
en réalité plus proches des intentions du chercheur que les procédures de

calcul elles-mémes ¢ d’'ol 1'intérét d'expliciter ces structures”.

Par "structures mathématiques”, dans ce texte, nous entendicns lss

structures algébriques de l’algébre ensembliste et de 1'algébre linéaire (&

quoi nous ajouterions, maintenant, les structures de la géométrie affine
multidimensionnelle), c’est-3-dire, en gros, ce que les mathématiciens dési-

gnent par "structures abstraites” et le grand public par "algébre modarne”.

Le diagnostic précédent nous conduisit d'abord & dégager les Tonde-
ments algébriques des méthodes existantes ; mais trés vite, des perspectives
apparurent : la remise en place des "fondements” amenait, non pas précisément
a éliminer, mais & ramener au second plan certainss notions "de base” dez la
théorie regue, et & découvrir que les structures "abstraites” pouvaient &tre
directement efficaces, non seulement pour éclaircir la "raison d'8tre" dc
procédures existantes, mais aussi pour susciter, concretement, 1'élaboration
de procédures nouvelles. Dés lors, la souplesse et la puissancz des notions
mises en place & partir des structures abstraites nous conduisit & aborder
certaines situations expérimentales talles que celles mettant en jeu des
plans non-équilibrés, ou des plans & mesures répétées, situations tout a fait
courantes dans la pratique expérimentale, mais qui se montrent peu accessi-~
bles, & partir d'un certain niveau de complexité, & 1l'aide des seules res-
sources de la théorie "orthodoxe". Pour certaines de ces situations, nous
avons pu prcposer des procédures franchement nouvelles (cf. notamment la Réf.
1977b), lesquelles reposent aussi directement que possible sur les structures
algébriques. C'est pourquoi, de plus en plus, c'est autour de la formalisation
algébrique qu'il nous parait judicieux d'ordonner tout un ensemble de procé-
dures pertinentes a l'analyse des données expérimentalss, dont la plupart,
bien sir, sont déja dans 1'analyse de variance classiqus (fishérienne), ou
dans les apports de la statistique ¥ prthodoxs" » M&is peuvent recevoir des

statuts renouvelés (commne on le vsrra, par exemple, au chapitre 6, pour
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1'"analyse standard") dans le cadre d'une construction qui tend & se consti-
tuer en une "approche algébrigue”, de plus en plus compréhensive et autono-

meg, de 1'analyse das données expérimentales.

L'analyse des comparaisons ; vue d'ensemble

-

. Las procédures &laborées & partir de l'approche algébrique, ou
utilisées dans la perspective de celle-ci nous paraeissent désormais gagner

a 8tre démarguées de 1'"analyse de la variance” ; c'est pcurguei pour les

désigner, nous utilisons le terme d'analyse des compzoaisons 3 en effet

(1) 1'idée de comparaison, avant méme toute formalisation, est centrale & lc
problématique expérimentele, et méme plus généralement & toute la statisti-
que (*) ;

~

(2) nos travaux nous ont amgnés & proposer une formalisation de la notion de

comparaison et a placer la nction formalisée au cantre de 1'"approche algé-

brique”.

Les principaux développements de 1'"z1alyse des comparaisons” peu-
vent &tre reesrouvpés selon les rubrigues suivantes, correspondant & des ni-

veaux de complexité emboftés :

(1) formalisation ensembliste (cf.chap.?) \1 qui constituent les"bases
{2) formalisation linéaire (cf.chap.6B) J Sgizzr%ques PFCREERENE

(3) formalisation statistique et
atructures d'échantillcnnage (cf.chap.5) conduisant aux procédures

(4) formalisaticns bayésienna et statistiques effectives ;

fiduciaire (cf.chap.7]

N’

a quoi il conviendrait d'adjoindre les développements multidimensionnels,

(cf.chap.8), qui "recoupe” les niveaux précédents.

(%) Cette idée forme couple avec celle de corrélation : ne pourrait-on pas
regrouper sous le terme d'”analyse des corrélations” les diverses mé-
thodes d'analyse factorielle et canonique ? Meis alors que 1'idée de
corrélation a fait 1'objet de formalisations nombreuses, il n'en allait
pas de méme que celle de comparaison.



Quelques comnentaires sur l'"analyse des dornnées"

Dans notre entreprise d'"algébrisation”, nous avons trés certaine-
ment &té encouragés, ne serait-ce qu'”objectivement”, par le contexte "algé-
brisant” de nombreux travaux statistigues, ou aux implications statistiquss,
qui ont été effectuéds récemment en France, quoique la plupart dans des domai-
nes (ou selon des perspectives) extra-expérimentalistes ; parmi ces travaux
nous songeons aussi bien & nombre de textes publiés dans la revus "Mathémati-
ques et Sciences Humaines” qu'’aux divers développements des méthodes multiva—
riées que le terme d'"Analyse des données” évoque immédiatement, & 1'haure

actuelle, dans le contexte frangais.

Mais & ce propos, et afin d'écarter certains malentendus, notamment
gquant 3 l'usage gue nous faisons du terme "analyse de données", gquelques com-

mentaires s'imposent.

L'objectif de toute procédure statistique appliguée & des données est de cen-
denser cas dcnnéses en une représentation simplifiée acceptable, susceptible
de conduire & des conclusions "signifiantes”, interprétables ; si cette repré-
sentation est suffisamment intelligible, simple, économique (trois qualifica-
tifs volontairemesnt bien subjectifs !) on pourra dire que cette représenta-
tion constitue um modéla (%3} de ces données. Pour atteindre cet objectif,

deux démarchos extrémes peuvent étre adoptées

- dans la démarche hypothético-déductive, on choisit au départ un

certain modeéle (a priori plausible} et l'objectif essentisl de l'analyse sta-
tistique sera de permettre aux données de se prononcer soit en faveur de ce

modéle ("validetion du mod&le”) soit en sa défaveur ;

- dans la démarche de 1'"analvse des données”, on préfere laisser la

représentation simplifiée des données se constituer, "émerger” au cours de

l'analyse (+).

5'il1 fallait résumer chaque démarche en un schéma, on pourrait ris-
quer d'écrire ceci

s

/ hypothético-déductive : Modéle
| d'Analyse des données : Données

5 Données
> Mod&le

Démarche

(=) le sens donné dans cette discussion au terme de "modéle” ne sera pas
repris ultérieurement dans ce texte.

(+) C'est de cette fagon qu'on doit, semble-t-il, intefpréter le "principe”
énoncé par Benzécri (in”L'analyse des donnéesy tome 2) : "la statistique
précede 1le modele et non 1l'inverse”. ‘
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Bien entendu, dans la pratique, l'opposition précédente n'est lamais
aussi tranchée, na serait-ce que parce qu’il est possible, & 1'intérieur de
1'une ou l'autre des deux démarches, d'user de variantes qui en amendent prc-

fondément le sens.

Ainsi, dans la démarche hypothético-déductive, on envisagera générale-
ment non pas un seul modéle {gu'ocn ng pourrait que déclarer validé ou invali-
dé) mais un ensemble de modéles, l'objectif de 1l'analyse statistigue devenant
de choisir parmi les modéles - objectif qui rapproche incontestahlement la dé-

marche de celle de l'analyse des données.

De son c6té, adopter la démarche de 1'analyse des données n'implique
nullement qu’on se condamne & un nombre restreint de procédures "aveugles"”,
fixées une fois pour toutes (%), mais peut comporter, pour faire émerger la
représentation des données souhaités. des procédures visant a répondre & des
auestions judicieusement choisies en fonction de le situation examinée. Cette
conception souple de 1'analyse des données pourfait 8tre illustrée par la dé-
claration suivante de Tukey : "Il faut se concentrer sur les questions et non
sur les modeles” ; c'est elle dont i1l sera question dans le présent texte ;
elle revient bien & introduire dans 1'analyse des données gualgue chose de 1a
démarche hypothético-déductive, mais au niveau local de chaque guestion, ce
qui est tout de mé8me trés différent de 1'idée d'un examen d'ensemble de modé-

les posés a pricri.

Dans une situation expérimentale concréte, il est souvent utile diuti-
liser conjointement, de maniére complémentaire, 1l'une et 1'autre démarches. Ce
point ne devra pas &tre perdu de vue au cours de la lecture du présent texte,
dans la mesure ol nous adopterons systématiquement, ne serait-ce que pour la

commodité de la présentation, la démarche de 1'analyse des dornées ()

Un dernier commentaire visant, comme les précédents, & éclairer le
texte qui va suivre. Comme on sait, le terme d'"analyse des données”, évoque
irrésistiblement pour certains, la "statistique descriptive” ; cependant que
d'autres, et non des moindres, abusent ostensiblement du langage probabiliste

au cours de la cémerche d'analyse des données (cf. Ré&f. 1976e). En réalité,

(*) Ainsi que pourraient tendre & 1'accréditer, dans le cas de méthcdes de
Benzecri, les prospectus publicitaires distribués par son é&diteur.

(%) Bans le texte : H. Rouanet : Les modéles stochastiques d'apprentissage,
Mouten -Gauthier-villars, 1967, nous avions, & 1'inverse, adopté systéma-
tiguement la démarche hypothético-déductive.
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selon nous, adopter la démarche ¢’analyse des données {nu fairg jouer un
r6le central a uns formalisation de nature algébrique) ns préjuge en aucu-
ne fagon du statut, descriptif ou inférentiel, des procédures statistiques

suscitées par castte démarche.

CHAPITRE II - UN “PARADIGME" EXPERIMENTAL : L'EXAMFN D'UNE INTERACTION, ET
UN EXEMPLE DE DONNEES EXPERIMENTALES

Afin de rendre tangible la'problématique de 1l'analyse des données
expérimentalgs, nous présenterons tout de suite un "paradigme” expérimental

et das données concrétss.

Le paradigme (omniprésent dans 1'expérimentaticn) sera 1'examen

d'une interaction entre deux facteurs expérimentaux. Pour notre propos, il

nous suffira de considérer ie cas le plus simple, ol chacun des deux fac-

teurs comporte seulement 2 modalités.

Commg illustration concréte de ce.paradigme, nous prendrons les don-
nées dfune expérience de Holender et Bertelson (%) que nous décrirons ici
schématiguement. Il s'agissait d'uns expériehce de temps de réaction dans

lagquelle les deux facteurs expérimentaux principaux étaient : la fréquence

du stimulus présenté : stimulus "fréquent” (présenté dans 75 % des épreu-
ves), stimulus "rare” (présentd dans 25 % des épreuves) ; et la durée de 1la

péricde préparatoire (cddlai entre la présentation d'un signal avertisseur

et celle du stimulus), laquelle était tantdt "courte” (0.5 seconde), tantst
"longue” (5 secondes). L'expérience‘comportait trois sessions. A 1l'int&rieur
de chaques session, on faisait alterner des blocs d'épreuves & nériode pré-

paratoire courte et des blocs d'épreuves & période préparatoire longue ;

dans les épreuves de chaque bloc apparaissaient les deux types de stimulus.

[En fait, parmi les trols sessions, la premiére était considérée
comme une session préliminaire d’entrainement ; c'est pourquoi la plupart
des analyses seront restreintes aux données relatives aux deux derniéres
sessions, au cours desquelles les performances sont apparues comme & peu prés

stables].

() 'Expérience 4 de D. Holender et P. Bertelson extraite de "Selective
' preparation and time uncertainty”, Aeta Psychologica, 1975, 38,
183-203 - Cf. également R&f. 1977b.
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Les données de cet exemple, que nous désignerons par "donnézs H & B”,
nous serviront d'illustration tout au long de ce texte. L'ensemble de taiites
les données analysées peut &tre figuré sous Torme d'un tableau ayant ia
structure du Tebleau I (%) , dans lequel on a adopté les notations sui-

vantes :

c0,c1,c2 désignent les 3 sessions successives ;

b1 désigne la période préparatoire courte, b2 la période longue

l a1 désigne le stimulus fréquent, a2 le stimulus rare.

Les colonnes du tableau correspondent & ce que nous appellerons les

conditions (expérimantales).

Pour chaque sujet, on inscrira, pour chaque condition, les valeurs
des temps de réaction observés lors des différentes épreuves. Au lieu d’'é-
preuves, on dira aussi "répétitions”, les épreuves relatives a une condition
et 3 un sujet donné pouvant &tre regardées comme autant de "répétitions” d'un

méme épreuve fondamentale de temps de réaction.

Dans le tableau I, on a simplement indiqué le nombre d'observations,
c'est-3-dire ici d'éprevves, pour le sujet st et les 8 conditions relatives

aux deux sessions c¢1 et cZ2.

Les nombres indiqués sont ceux des observations prises effectivement
en compte dans 1’analyse ; au cours de 1l'expérience, on avait, pour chaque
sujet, procédé & 192 épreuves par session : 72 pour chacune des 2 conditions
mettant en jeu le stimulus fréguent al, et 24 paur chacune des 2 conditions
mettant en jeu le stimulus rare a2 ; d'ol 192 x 3 = 576 répétitions par su-
jet, et pour l’ensemble des sujets 12 x 576 = 6812 répétitions ; mais cer-
taines épresuves (en petit nombre) ont donné lieu & des erreurs (lorsque 1le
sujet ne donnait pas la réponse correspondant au stimulus présenté, mais 4
1’autre stimulus) et, pour la présente analyse, seules ont &té retenues les

épreuves sans erreur.

Quelgues mots sur les objectifs de cette expérience et d'expériences
analogues : des recherches antérieures avaient mis en évidence 1l'effet de
chacun des deux facteurs expérimentaux (fréquence du stimulus et durée de la
période préparatoire), pris séparément, sur le temps de réaction : celui-ci
est nettement plus court, d'une part lorsque le stimulus est plus fréquent,

d'autre part lorsque la période préparatoire est plus courte. L'expérience

(%) Les tableaux et figures se trouvent & la fin du texte.
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envisagée ici avait pour objectif sssentiel d’'examiner 1'effet conjoint des
2 facteurs expérimentaux : ceux-ci agissent-ils sur le temps de réaction
d'une maniére additive (d'ol absence d'interaction) cu non-additive (d’cd

effet .d'interaction).

Le probléme théorique plus fondamental qu'cn cherche & aborder est le sui-
vant : si on ss place dans un schéma selon lequel le temps de réaction est
décomposabie en'stades successifs {(modéle "sériel” du temps de réaction),
les facteurs expérimentaux ont-ils une influence sur des stades distincts

ou sur des stades communs ? Dans le premier cas, les effets des facteurs
seront nécessairement additifs ; en d'autres termes, on aura absence d'in-
teraction ; dans le deuxiéme cas, la prédiction la plus plausible swra un
effet d'interaction. D'ol 1'importance du "paradigme” précédanf dans les re-

cherches expérimentales portant sur le mécanisme du temps de réaction.

CHAPITRE IIT~INTEODUCTION A LA FORMALISATION EXSEMBLISTE

Parmi les notions de base de la formalisation ensemblista, on pré-
sentera seulement, dans ce chapitre, celles qui mettent en jeu les concepts
mathématiquesiles plus élémentaires relatifs aux relations et applications.

Le notions de hasz plus profondes telles que treillis de finesse, factsurs
saturés, plan minimal, relation de confusion entre facteurs, et facteurs su-
pefflus, sont exposées dans la Réf. 1977a ; cf. épalement B. et M-P . LECOUTRE,
1977, pour une illustration détaillée.

Nous commencerons par illustrer la formalisation ensembliste sur 1les
"données H & B" présentées au chapitre II, et nous ferons suivre cette 11-

lustration d'un apercu théorique destiné & faire entrevoir la portée géné-

rale de la formalisation.

Illustrotion de la formalisation ensembliste

[Les termes techniques soulignés dans ce paragraphe désignent les

notions decnt une présentation générale sera donnée au paragraphs suivant].

En vue de la formelisation ensembliste, on consid@rera qu'une valeur

observable est ici un temps, exprimé par une valeur numérique (1'unité de
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mesure une fois choisie : ici, la milliseconde). Comme espace d'observation

on prendra donc un ensemble numérigue, choisi suffisamment large pour conte-

nir toutes les valeurs observables, par exemple R, ensemble des nombres réels
Les données d'ensemble de l'expérience pourront &tre représentées comme une

famille d'observations, ou protocole, qu'on notera (xi]iez I ou, de maniérsg

équivalente, comme une application I 5 R qu'on appellera application-
iv—-———\,xi

protocole (de support I & valeur dans R). Si on désigne par n le nombre des
observations du protocole, on pourra toujours numéroter les observations de
1 8 n, et prendre comme support du protocole 1'ensemble des n premiers nom-
bres entiers ; mais pour 1l'analyse, ce support serait insuffisant car il ne
fait pas intervenir 1l'organisation des données. Pour exprimer celle-ci, on

procédera d'’abord & la descriptien des observations, laquelle sera effectuée

ici & partir des 5 facteurs élémentaires suivents : fréguence du stimulus,

période préparatoire, sessions, sujets, épreuves.

Le facteur "Fri3guence du stimulus” sera défini comme 1'ensemble
{a1,a2}, dont les éléments al et a2 constituent les modalités du facteur,
le facteur lui-méme étant désigné soit par A (écriture non-indiciéel}, soit

par A, (écriture jindiciée, 1'indice 2 spécifiant le nombre de modalités du

2
facteur A). De méme, le facteur "Période préparatoire” sera défini comme

1'ensemble B ou 82 = {b1,b2}.

Les deux facteurs A et B constitueront les "facteurs expérimentaux”,

liés directement aux objectifs de 1l'expérience. On introduira ensuite :

- le facteur "Session” ou ("Sessions”) C (la lettre C pourra dési-
gner soit 1l’ensemble des deux derniéres sessions C2 = {c1,02}, soit 1'ensem-

ble des 3 sessions C3 = {c0,c1,c2}) ;

- le facteur "Sujets”, que nous noterons S ou S 12 sujets ayant

12°
passé l'expérience ;

- le facteur "Epreuves” ou "Répétitions” que nous noterons R, écri-
ture non-indiciée (cf. ci-aprés 1l'alinéa sur les conventions d'écriture) ;
rappelons que le nombre de modalités du facteur R est légérement inférieur

a 6912,

N.B. : Si 1’on considére les modalités d'un facteur comme totalement ordon-

nées, on les appellera également des niveaux ; l'ordre pourra s'imposer natu-
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rellemgntl[exemple ! les niveaux du facteur Session C), ou é&tre purement
conventionnel (per exemple, pour les facteurs A et B) mais commode ; lors-
que nous ordonnerons les modalités de A et 2, nous adopterons 1'ordre du

présent numérotage:.

Quant aux modalités du facteur S (les sujets), leur numérotage est
a priori arbitraire ; dans la suite nous adopterons un numérotage induit

par les observations effectuées (correspondant & 1'ordre croissant des ef-

fets d'interaction en valeur absolue : cf. Tableau IV).

On vérifiera que chacun des facteurs précédents satisfait & la dou-

ble propriété : (1) a chaque observation on peut associer exactement une mo-

dalité du facteur (qui constitue la description de 1l'observation selon ce
facteur) ; (2) réciproquement, & chaque modalité du facteur correspond au
moins une observation. On prendra cette double propriété comme caractérisant
la notion générale de facteur, ce qui permettra en particulier de définir, 2

partir des facteurs élémentaires envisagés précédemment, des facteurs compo-

sés.

Alnsi considérons le produit (cartésien) des deux ensembles A? et

82 H A2 x B2 = {a1b1,a2b1,a1b2,a2b2} (nous écrivons chacun des 4 couples du
produit cartésien par simple juxtaposition) ; & chacun des 4 couples corres-
pond au moins une observation, d'od il s'ensuit que le produit cartésien

A2 x B2 est lui-méme un facteur, ce qu'oh exprimera en disant que les deux

facteurs A et B sont croisés.

[La structure de croisement des deux facteurs expérimentaux est ici
nécessitée par l'objectif de la recherche,qui est 1'examen de.l'interaction

entre ces deux Facteurs].

Le facteur composé des facteurs A et B sera appelé le croisement

des facteurs A et B, et noté soit AxB, soit A_*B_, au moyen du symbole étoi-

2 2
le "*" désignant le croisement.

Plus généralement, & chacune des combinaisons albic1, azblcil, ...
du produit cartésien AxBxC, correspond au moins une observation ; les fac-

teurs A,B,C seront dits croisés dans leur ensemble, et leur croisement sera

le facteur composé J = AxBxC. Le nombre des modalités de J est le produit du
nombre de modalités des facteurs A,B,C, d'ol les écritures indiciées

J12 = AZ*BZ!EC3 {en prenant C = C3) et J8 = AZ*BZ*CZ {avec C = C2].
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Le facteur composé J que nous venons de définir sera appelé ici le
facteur Condition (ou Conditions). Chaque sujet passe dans toutes les con-
ditions, donc le facteur Sujet S est lui-méme croisé avec le facteur Condi-

tion C, d'ol les croisements S»J et {(en remplagant J par A=Bx(C) SwAxBx(C.

Enfin & chague épreuve, ou répétition, correspond exactement un st
jet et une condition ; par exemple, si la répétition r399 correspond au su-
Jet s1 et & la condition a1bi1c2, on écrira r399<sl1albic2> ; en ce qui conce
ne la relation entre les facteurs R et S%J, on dira que le facteur R est mn
boité dans le croisement S»J ; le facteur composé de R, S et J sera appelé
emboftement de R dans S%T, et sera noté R<S®J> au moyen du symbole chevrons

"<>" désignant 1'emboitement.

On pourra, bien entendu, dans les formules, remplacer J par AxBxC,

d’ol les formules SxA®BxC et R<SxAxBxC>.

Emboftement équilibré : lorsque les divers nombres de modalités du facteur

emboité pour chacune des modalités du facteur emboItent sont tous égaux, or
dira que 1'emboftement est équilibré ; 1l'emboItement préczédent R<J> est nor

gquilibreé.

Plan du protocole : & chague modalité r du facteur R correspond une seule

observation : nous dirons gque le facteur R est un plan du protocole. Tout

facteur composé dont R est un facteur composant sera également un plan du

protocole ; ainsi, & la modalité r<sabc> (répétition r correspondant au su-
jet s passant dans la condition abc) du facteur composé R<SxAxBxC> est assc
ciée une seule observation (laquelle n’est autre, bien entendu, gue celle

associée & la modalité r). Tout plan du protocole est en bijection avec un
support du protocole. Mais parmi tous les plans gu’on peut constituer a par
tir des facteurs élémentaires, le plan R<S®AxBxC>, composé de tous les fac-

teurs élémentaires, est le plus riche, donc sera le plus "signifiant” pour

i'interprétation des données.

De plus, ce plan est représentable par une formule ne faisant inte
venir que des croisements "*" et des emboitements "<>" ; nous exprimerons

cette propriété en disant que ce plan est quasi-complet.
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Cormventions d'éeriture

En régle générale, un facteur élémentaire sera représenté par une
lottre majuscule. La lettre minuscule corrsspondante représentera une moda-
lité quelconque du facteur ; une modalité paerticulire sera représentée par
la lettre minuscule suivie du numéro de cette modalité composé ds chiffres
de hauteur normale. Pour un facteur composé&, on écrira une modalité en juxta-
posant les écrituraes des mocdalités des facteurs élémentairaes f(cependant, cf.

les conventions relatives & 1'emboitement). Lo notation indiciée des facteurs

€lémentaires dans une formule sera toujours, dans ce texte, ccnsidérée comme
facultative (®). Si dans une formule le facteur est non-emboité, la notation
indiciée consistera 3 faire figurer en indice le nombre ds modalités de ce

facteur. Si le facteur est embofté, et que 1'emhoitement est €aquilibré, on

pourra faire figurer en indice, dans la formule de 1'emboltement, le nombre
(commun) de modalités de ce factour emboité par modalité du facteur embof-
tant. Par exemple, on pourra écrirs R<S®AxExC> (formule non-indiciés), ou

R<S12!AquQuC2> (formule indiciée pour tous les facteurs non-emboités) ou

R<S*A,*3%B.> (formule indiciée pour A,B,C mais non pour S) ; mais 1'embof-

tement étant non-équilibré, on ne pourra pas, dans la foriule de 1'enboite-

ment, indicier le facteur R.

Autres exemples

1) E<F3>x03 ¢ le facteur E n'est pas indicié, ce qui, selon le contexte,
pourra soit signifier cue 1'emboftement n’est pas équilibré, soit qu'il est

équilibré mais qu'on a jugé inutile de spécifier le nombre de modalités de

E par modmlité de F.

2) EZ<F3>*C3 : cette fois 1'écriture implique que 1'emboftement est équili-
bré (avec 2 modalités de E pour chacune des 3 modalités de FJ ; le facteur
E a donc en tout 2 x 3 = 6 modalités, d’ol s'enswivra, par exempls, 1'écri-

ture indiciée du croisement ExC :-ES!CB. etc.

Remarques
1) La notion de plan du protocole (qui traduit 1l'organisation des données

en vue de leur analyse) est distincte de celle de "plan d’expérience"” (ou

plus généralement de "plan de recusil des données”), mais les deux notions

(*) Une formule de plan {quasi-complet), moyennant 1'adoption d'une régle
d'énumération des observations, permettra de se donner implicitement
une indexation du protocole (cette propriété est exploités dans la con-
ception des programmes-machines ; cf. V. Duquenne, 18977).




sont apparentées étroitement, car lorsque les données ont été recueillies
selon un plan, 1l'organisation des données en vue de l'analyse (donc, ce que
nous appelons, au sens technique, le plan du protocole), sera conditionnée,

sinon entiérement déterminée, par ce plan de recueil.

2) Mais de son cB6té. la notion de facteur du protocole est essentiellement

différente de celle des factsurs dont il est guestion en "analyse factoriel-

le" ; en effet, les facteurs du protocole sont posés au départ des analyses

statistiques, alors que les facteurs d'une analyse factorielle sont issus de
cette analyse (pour un exemple ol interviennent les deux especes de facteurs,

cf. chapitre 8).

Autres notions de base

~

1) Un facteur & une seuls modalité sera appelé facteur constant ; les facteurs

constants seront superflus pour 1l'analyse statiétique, mais ils pourront étre

crucisux lors de l'interprétation des résultats.

2) Une partie stricte d'un facteur sera appelée facteur-partiel. Far exemple,

le protocole d’ensemble des données, avec les 3 sessions, admettra

C. = {c0,c1,c2} comme facteur et C., = {c1,c2} comme facteur-partiel.

3 2

APERCU THEORIQUE SUR LA FORMALISATION ENSEMBLISTE (Réf. 1977a)

(1) Eepace d'observation, protocole.

La notion d'espace d'observation constitue la premiére notion primi-
tive de la formalisation ; les donnéas & traiter seront toujours représen-
tées comme une famille d’observations (x,)Ji &€ I, c'est-a-dire par défini-

tion, une famille finie de termes x, & valeurs dans un espace d'obser-
vation U«(xiQZLL). Au lieu de familie d’'observations, on dira aussi proto-
cole.

Un ensemble (fini) arbitreire I indexant la famille des observations
sera appelé un support du protocole. Souvent, on caractérisera le protoco-
le par 1l'’application-protocole x : I 5 ayant le support I pour 1l'en-

i — Xi
semble de départ et 1’espace d'observation U pour ensemble d'arrivée.

On appellera sous-protocole par restriction, ou simplement (dans le
texte présent) sous-protocole d'un protoccle, une partie de ce protocole,
Taguelle sera caractérisée par une restriction de 1’application-protocole.
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On désignera, sous le terme général de dérivation, toute procédure
permettant d'engendrer, & partir d'un protocole d'une classe donnée, un
nouveau protocole, qu'on appellera protocole dérivé. La dérivation par
restriction apparaft comme la plus simpie des dérivations.

(2) L'organisation des données : espace de description, déscripteur,
facteur, plan d'un protocole.

La notion d'espace de description constitue la dauxiéme notion pri
mitive de la formalisation ; un espace de description sera généralsmernt
un produit (cartésien) de plusieurs ensembles appelés descripteurs. For-
mellement, un descripteur d’un protocole sera un snsemble tel qu'd cha-
que observation x, du protocole on puisse associer un élément de cet en-
semble (qu'on appellera la description de 1l'observation x, selon ce
descripteur. Par exemple, si 1l'espace de description compo}te deux des-
cripteurs, on associera & x, les deux descriptions f, et g, ; ou, ce qui
revient au méme, on caractérisera la description du protocole par dsux
applications f : i——f, et g : 1 ——>g , ou encore par l'application
composée 1+— figi (fig désignant le cOuple des descriptions). A cha-
que descripteur on a%sociera un fecteur du protocole, ou briévement
facteur, défini comme l’ensemble-image de 1’application correspondante 3
ainsi, 3 1l'application f on associera le facteur F = f(I). En conséquen-
ce, on pourra caractériser un facteur F par une application surjsctive
f : 1+ f,, dont 1’ensemble d’'arrivée est le facteur F. En d'autres
termegs, un © facteur du protocole peut &tre défini comme un descripteur
dont chacun des &léments (qu'on appellera les modalités du fecteur) est
la description d'au moins une observation ; ou encore : un facteur est
un descripteur qui indexe une partition des observations.

Un facteur constant est un facteur qui indexe la partition grossie-
re des observations ; un plan du protocole est un facteur qui indexe la
partition la plus fine des observations (ou de maniére équivalente tel
que chacune de ses modalités est la description d'exactement une obser-
vation) ; un plan d'un protocole pourra &8tre mis en bijection avee un
support quelconque de ce protocole.

Si F est un facteur & plusieurs modalités et si F' sst une partie
stricte de F, on dira que F' est un facteur-partiel du plan. (Un facteur-
partiel n'est donc pas un facteur ; mais beaucoup de propri&tés dss fac-
teurs se généraliseront aux facteurs-partiels).

Etant donné un protocole, un facteur qui n’est pas un plan de ce
protocole, ou un facteur-partiel, pourra étre un plan d'un protocole dé-
rivé de ce protocole et donc 8tre mis en bijection avec un support de ce
protocole dérivé (ce qu'on appellera un support dérivé).

; (3) Facteurs composés et structures ensemblistes élémentaires remarqua=—

bles : emboftement, croisement.

La donnée de plusieurs facteurs _armet de définir leur facteur
composé, qu’on définit de la fagon suivante : si f : 1 +—> f, et

‘gt iy g sont des applications asscciées aux facteurs F ~ et G, le
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facteur composs de F et G est par définition 1'ensemble-image de 1'appli-
cation io——~—§figi.

Un facteur composant d’un facteur composé sera appelé un sous-facteur
du facteur composé.

Dans ce qui suit, F,G,H désigneront des facteurs (qui pourront é&tre
des facteurs composés). Nous introduirons maintenant deux structures en-
semblistes élémentaires "remarquables” : celle d’emboftement at celle de
croisement.

Structures d'emboitement (%) : le facteur F sera dit emboité dans le fac-
teur G si chaque modalité de F correspond & exactemant une modalité de G f
le facteur composé de F et G sera appelé 1’emboitement de F dans G et no-
té F<G> 5 on appellera lgs symboles "<" gt ">" : chevrons (commengant
et finissant) (%x]). On remarque la dissymétriec de la structure d'emboite-
ment : F est le facteur emboité, G le facteur emboftant. Si f est une mo-
dalité de F, et g la modalité de G associée & T dans 1'emboitemant, le
couple fg sera noté f<g> larsqu’on voudra expliciter la structurc d'embof-
tement. Les notions précédentes s’étendent aux fzcteurs-~partiecls. Si G’
est une partie de G, 1'ensamble des couples f<g> tels que g<~ G' sera ap-
pelé emboitement de F dans G’ et noté F<G'>. Si G est un facteur a plu-
sieurs modalités et si 1'inclusion de G' dans G est stricte, 1’emboftcment
F<G'> sera un facteur-partiel ; et si en particulier G' ne comporte qu'une
seule modalité g, ce facteur-partiel scra appelé emboitement (particl) de
F dans g et noté F<g> (écriture qui pourra €tre considérée comme ia sim-
plification de F<{gl}> : le symbole ensembliste de 1'accolade sst manifes-
tement ici inutile).

On dira que 1'emboftement F<G> est équilibré si les emboitements-
partiels F<g> ont le méme nombre de modalités lorsque g parcourt G.

Enfin, on remarquera qu'avec les définitions adoptées ci-dessus, un
plan sera un facteur emboité dans n'importe quel factour, et un facteur
constant un facteur emboitant de n’importe quel facteur.

siructure de croisement : les facteurs F et G seront dits croisés si pour
chague couple fg(f+F, g+G), on a au moins une observation ; le facteur com-
posé de F et G sera alors appelé le croisement de F et G et noté (au moyen

(%} La définition donnGe, dans ce texte introcuctif de 1'emboitement
canstitue une simplification de 1a notion plus restrictive qu'on trou-
vera exposée dans la Réf. 1977a.

(ex]) Nous avons utilisé antérieurement (par exemple dans la R&éf. 1975-76),
pcur désigner 1'emboItement, le symbole des crochets "[ ]" (mais nous
n'avons Jamais utilisé dans ce sens le symbole des parenthéses "()"
auquel nous réservons une signification toute différente : of. ci-
dessous, n® (5) et chapitre 4). Le remplacement des crochets par les
chevrons nous permet d'utiliser désormais le méme symbole dans les
exposés théoriques et pour les entrées et sorties des machines (alors
gue les crochets n'appartiennent apparemment pas aux symboles connus
de la plupart des imprimantes d'ordinateurs !). Ce remplacement nous
permettra également d'utiliser les crochets comme métasymbole & valeur
parenthétique dans une formule.
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du symbole &toile : "w") : FxG (ou G#F, la structure de croisement étart
manifestement symétrique). Cette définition c'étend immé&diatemenl aux
facteurs-partiels. On remarquera qu'un factsur constant est croisé avec
n'importe quel factsur.

- Remarque : pour exposer la notion de croisement, on pourrait trés certai-
nemant se contenter du symbols du produit cartésien (classiquement la
croix "x") ce que d'ailleurs nous avons fait dans certains textes antérieure
: cf. R&F, 1975-76) ; le motif de 1'introduction d’un nouveau aymbole (1'étoi-
\ le %), est de permettre, au moyen d'uns ssule écriture (FxG), d'une part
d’exprimer que des facteurs sont croisés, d'autrs part ds désigner lsur
facteur composé (croisement).

(¢4) Généralisation : facteur composé complet, quasi-complat.

La reslation de croisement s'étend & plus da deux facteurs. Ainsi, si
2 fecteurs F et G sont croisés st si le croisement FxG est lul-m&me croisé
avec H, les 3 facteurs F,G,H seront dits croisés dans leur ensemble et
leur factsur composé sera noté FuGxH. (Mais & ce propos, on signalera que
trols facteurs psuvent &tre croisés 2 & 2 sans 8trs pour autant croisés
dans leur ensemble : v. par exemple le plan des "données Cochran & Cox"
analyséics au chapitre 8. Par ailleurs, si F est emboité dans G st croisé
avec H, 1'emboltement F<G> est croisé avec H ; le facteur composé ds F,G
at H sera noté F<G>xH.

Etant donné plusieurs facteurs, leur facteur composé sera dit :

- complet si tous les facteurs sont croisés {dans leur ensemble) ;

- guasi-complet si : d'une part, tous les facteurs composés binaires
sont, soit des emboitements, soit des croisements ; et si, d'autpe part,
tous les facteurs qui sont 2 & 2 croisés sont croisés dans leur ensemble.
(Intuitivement, un facteur quasi-complet est un facteur “complat eux em-
boitements preés”).

Les notions de facteur complet ou guasi-complet seront dans la suite
surtout utilisées dans le cas particulier ot le facteur sera un plan :
(notamment un plan de protocole dérivé) : d’ol les termes de plan complet,
plan quasi-complst. :

(5) Usage des parenthéses dans la formalisation ensembliste.

Lorsque, ls facteur F étant embofté dans G, la modalité g correspond
a la modalité F, on considérera 1l'écriture f{g) (qu'on lira : "f dans g")
comme une autre écriture de la modalité f, gqul explicite la structure d'em-
boftement (intuitivement, la modalité f se trouve "a 1l'intérisur de la
modalité g") ; en outre, on notera F(g) l'ensemble des modalités de F em-
boitées dans la modalité g.-m-'

On distinguera donc, d'un point de vue formel, f(g) (modalité de F)
et f<g> (modalité de F<G> facteur composé), st ds méme F(g) (facteur-partiel
de F) st F<g> (facteur-partiel de F<G)).



Par ailleurs, nous ne donnerons pas ici de signification ensembliste
dans une formule, & 1'écriture F(G) (écriture d'un facteur & l'intérieur
d'une parenth&se), & moins bien entendu, que G ne se réduise a un facteur
constant {g}, auquel cas on identifierait F(G) & F(g)i

Dz la formalisation ensembliste aux formules de facteurs quasi-complets.

Un facteur composé quasi-complet peut s‘'exprimer & partir des fac-
teurs composants au moyen d'une formule, dont 1'écriture est "lineaire” (au
sens de concaténation de lettres et de symboles) et fait intervenir unique-
ment les symboles "<>" et "¥". Exemples de formules

E<F> ;
R<E<F>> ;
A¥B ;

E<F>%D ;
R<E<F>»D>*%A , etc.

A une formule de facteur quasi—complet'on assocliera des sous-formules

(la formule du facteur constituant elle-m@me 1'une de ces sous-formules). les
quelles désigneront aussi des facteurs quasi-complets. On dira qu’une sous-
formule est saturée si chacun des facteurs emboités de cette sous-formule y

figure avec tous ses facteurs emboitants.

L'ensemble des sous-formules saturées d'une formule sera appelé

décomposition canonijue de cette formule ; voici les décompositions canani-

qgues des formules précédentes :

Formule Sous-formules de la décomposition canonique

E<F> F ; E<F>.

R<E<F>> F ; E<F> ; R<E<F>>.

AxB A ; B ; AxB.

E<F>xD F ;3 D ; FeD ; E<F>; E<F>xD.

R<E<F>xD> F ; D ; FeD ; E<F> ; E<F>xD ; R<E<F>xD>

R<E<F>»%D>%A F ; D ; FxD, E<F>; E<F>%D ; R<E<F>xD>, A ; FxA ; DA ;

FxDxA ; E<F>xA ; E<F>xDxA ; R<E<F>xD>*A.




L'ensemble des sous-formules de la décomposition canonique d'un
plan quasi-complet pourra &tre représenté scus forme d'un treillis, qui
sera le "treillis de finecsse” de ce plan (mais la notion générale de treil-
lis de finesse s'applique & un plan quelconque et pas seulement & un plan
quasi-complet). Ci-dessous, le treillis de finsesse correspondaht 4 la for-
mule R<E<F>%D>%A 3

R<E<F>u0>-A

R<E<Fb!0>
\ E<F>#DxA
E<F>xD E<F>%A
FeDxA
E<F> F¥A
\ [>< .
? Ve
\ rd
~ l rd
N t e
~N ] yd
~ /s
N

N.B. - Dans les analyses, la notion de décomposition canonique d'une formu-
le de plan quasi-complet servira essentiellement & obtenir la décomposition
canonique des effets 1iés & un plan quasi-complet, que nous présenterons au
chapitre 1V.

Remarque
I1 peut étre utile de présenter quelques exemples d'écritures qui

ne désignent pas des plans quasi-qthlets

(1) Premigr exemple : [A<B>]<E§ (o0 les crochets sont utilisés com-
me symbole séparateur] ; cette écriture exprime que les 3 facteurs A,B,C

vérifient les deux propriétés suivantes :
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. A est emboité dans B ;

. 1’emboitement A¢B)est lui-mBme emboité dans C.

Mais ces propriétés n'entrainent pas que le facteur composé de A,B,C soit

quasi-complet.

Contre-exemple : cansidérons 2 facteurs B et C, tels que le facteur
composé, qu'on notera B& C, ne soit ni un emb{itement ni un croisement, et
supposons que le facteur A soit emboifté dans By C. Les deux propriétés ci-
dessus ssront vérifiées, ce qui justifie 1'écriture [A<B>]<C> ; et pourtant,
le facteur composé de A,B,C ne sera pas quasi-complet puisque 1l'un des fac-

teurs bineires BX.C, n'est ni un emboitement, ni un croisement.

(2) Deuxieme exemple : LA#B]<C> ; cette écriture exprime que les 3

facteurs A,B,C vérifient les deux propriétés :

. A et B sont croisés ;

. le croisement Ax3 est embeité dans C.

Mals ces propriétés n'entrainent pas que le facteur composé de

A,B,C soit guasi-complet.

Contre-exemple : supposons que chacun des facteurs A st B soit a
deux modalités ; le croisement AxB sera & quatre modalités, et de méme
1’emboitement [A!B]<C>; le facteur binaire A C ne pourra donc pas étre a
plus de 4 modalités ; si donc c est & plus de 2 modalltés, A C ne pourra
pas dtre un croisement, et le facteur composé de A,B,C ne sera donc pas

-

quasi-complet.

On peut d'ailleﬁrs corstruire des contre-exemples plus "sophisti-

qués” ; en effet 3 factsurs A,B,C (non-censtants, avec tous les trois le
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méme nombre de modalités, par exemple 2) peuvent étre tels que :

[axB]<C>
[B!C} <A>
[C!A]<B> 2

donc 8tre tels que tous les facteurs composés binaires sont cette fols des
croisements ; mais pour que le facteur composé de A,B,C soit quasi-complet
i1 faudrait en outrs que les trois facteurs A,B,C soient croisés ce qui est

impossible car on ne peut avoir & la fois (C n'’étant pas constant) :
[AeB]<C> et [AxB]xC.

(N.B. : la structure précédsnte n'est autre que la structure, traa courante
dans 1'expérimentation, de carré latin construit éur 3 facteurs ; nous ren-
contrerons une illustration de cette structure, au chapitre VIII, avec les
"données de Cochran et Cox", avec un carré latin construit sur les trois

facteurs Machines, Essais et Ordres).
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