
IV: Ensembles et raisonnements 
 
Un peu de logique  
Logique et mathématiques entretiennent des relations très intimes.  
La logique qui sous-tend le raisonnement mathématique est une logique du vrai et du faux  
qui repose sur le  principe du tiers exclu. C'est dire que ses propositions ne sont susceptibles 
de prendre que deux valeurs V ( le vrai) et F ( le faux)  qui s'excluent mutuellement. Les 
propositions y sont soumises à des opŽrations dont les signes  sont appelés connecteurs et les 
résultats formules .  
Cette logique fait donc l'objet d'un calcul soumis à plusieurs opérations.  
Comme pour les calculs avec les nombres, on est amené à utiliser des parenthèses pour 
mieux distinguer ce sur quoi portent les connecteurs dans une séquence  d'assemblages de 
propositions et de formules.  
 
Les connecteurs  notés   ┐ , 

! 

" , 

! 

"    sont respectivement lus  "non" , "et"  , "ou "  
et  sont définis par les tables de vérités suivantes : 
 
P     ┐P  

 
 V        F 
 F        V 
 
P Q P

! 

"  Q P 

!  

"  Q 
V V V V 
V F F V 
F V F V 
F F F F 
 
 
 
Attention au vocabulaire:  La formule  P 

!  

"  Q  qui est lue "P ou Q" est vraie si et seulement 
si l'une des deux propositions au moins est vraie.  Dans notre logique "P ou Q" n'est fausse 
que dans le cas où ni P ni Q ne sont vraies.  
 
Des tables précédentes on déduit immédiatement les tables qui montrent que   
P

! 

"┐P ne prend que la valeur V et P

!  

" ┐P ne prend que la valeur F . 
 
Une formule qui ne prend que la valeur V est appelée tautologie .  
Une formule qui ne prend que la valeur F est appelée antilogie. 
 
 
 
 
 



Deux formules, sont dites égales ou identiques lorsqu'elles prennent les mêmes valeurs de 
vérité.  
Ainsi ┐(┐P)  = P  ,     ┐(P

! 

"  Q) = (┐P )

!  

"  (┐Q)    ,  ┐(P

! 

"  Q) = (┐P ) 

!  

"  (┐Q) 
 
Montrons par exemple la deuxième de ces identités: 
 
P Q ┐P ┐Q  P

!  

"  Q ┐ (P

!  

"  Q) (┐P )

!  

"  (┐Q) 
 

V V F F V F F 
V F V V F V V 
F V V F F V V 
F F V V F V V 
 
Toujours avec les tables de vérité, on voit que   

!  

"  et 

!  

"  , en tant qu'opérations sur les 
formules et les propositions, sont commutatives, associatives et doublement distributives 
l'une par rapport à l'autre : 
 
P 

!  

" Q = Q

! 

"  P , P

! 

"  (Q

!  

" R) = (P

!  

" Q) 

!  

" R   [ commutativité et associativité de 

!  

"  ] 
P 

!  

" Q = Q

!  

"  P , P

! 

"  (Q

! 

"R) = (P

!  

" Q) 

!  

" R [ commutativité et associativité de 

! 

"  ] 
P 

!  

"  (Q 

!  

" R ) = ( P

!  

"  Q ) 

!  

"  (P

! 

"  R)  [ distributivité de 

!  

"  sur 

!  

" ]  
P

!  

"  (Q 

!  

" R ) = ( P 

!  

" Q ) 

! 

"  (P

! 

"  R) [ distributivité de 

!  

"  sur 

! 

"  ] 
Exercice : vérifier avec les tables de vérité. 
Attention :  
On aura noté les similitudes avec l'addition et la multiplication des nombres qui sont  aussi 
commutatives et associatives mais on devra prendre garde que la multiplication se distribue sur 
l'addition et que l'inverse est faux alors que dans le calcul logique, chacune des deux opérations 

!  

"  
et 

! 

"    se distribue sur l'autre.  
 
Culture :  ce calcul logique trouve aussi de nombreuses applications dans le monde moderne, en 
électronique, en informatique etc. 
 
 
 
L'implication   P 

!  

" Q   qui  se lit  "P implique Q" ou encore  " Si P alors Q"  
est définie par la table de vérité  
 

Lorsqu'on écrit P 

! 

"Q , on dit aussi que P est la 
prŽmisse et Q la consŽquente. On dit aussi  que "P 
suffit ˆ Q" ou encore que  "Q est nŽcessaire ˆ P". 
 
 
 

 
 
 
Considérons maintenant la table de vérité de (┐P ) 

!  

"  Q : 

P  Q P 

! 

"Q 
V V V 

V F F 
F V V 
F F V 



 
P  ┐P Q  (┐P ) 

! 

"  Q  
V     F V  V 
V     F F  F 
F     V V  V 
F     V F  V 
 
Ainsi P 

!  

" Q   et (┐P ) 

!  

"  Q  prennent les mêmes valeurs de vérité. 
Les « formules » ( P 

! 

"Q)  et  ((┐P ) 

!  

"  Q ) sont identiques. 
 
Attention : La négation d’une implication n’est pas une implication : 
 ┐ (  P 

! 

"Q   )    =    ┐ ((┐P ) 

! 

"  Q )) =  P

!  

"  (┐Q) . 
Dire que P n’implique pas Q c’est dire qu’on a à la fois P et non Q. 
 
P! Q  est une notation abrégée pour  ( P 

! 

"Q) 

! 

"  (Q 

! 

"P), P! Q est identique à Q! P  
sa table de vérité  est :  
 
P Q P 

!  

" Q Q 

!  

" P P ! Q   
V V V V V 
V F F V F 
F V V F F 
F F V V V 
 
P ! Q,  se lit souvent P si et seulement si Q  ou encore  P est nŽcessaire et suffisant ˆ Q ou 
encore  Q est nŽcessaire et suffisant ˆ Q. 
 
Toujours en dressant  les tables de vérité on obtient ( exercice)  
 
La   r•gle de la contraposŽe : (P 

! 

"Q )  et ┐Q 

! 

" ┐P  sont identiques .   
La r•gle double de la contraposŽe:  P! Q est identique à ┐P! ┐Q 
Le  syllogisme  ((P 

!  

" Q ) 

!  

" ( Q 

!  

"  R) ) 

!  

" (P

! 

"R) 
Le modus ponens ( ou règle du détachement (( P 

!  

" Q) 

! 

"  P) 

! 

" Q 
Exercice : Quelle remarque peut-on faire au vue des tables de vérité correspondant au 
syllogisme et au modus ponens ? 
 
Les règles précédentes permettent d’enchaîner correctement plusieurs étapes d’un 
raisonnement comportant des implications. 
Si  cela  n’était pas ,alors je n’aurais pas ceci, mais j’ai ceci, donc  cela est ( contraposée) 
Si j’ai P alors j’ai Q, de plus si j’ai Q alors j’ai R, donc si j’ai P alors  j’ai R ( syllogisme) 
Si j’ai ceci alors j’ai cela or j’ai ceci donc j’ai cela ( modus ponens) 



 
 
 
 
 
 
Prédicats 
On a besoin d'exprimer des propriétés générales qui sont ou non vérifiées par des objets 
particuliers d'une certaine classe d'objets. Cela nécessite l'introduction de prŽdicats.  
La prédication assemble un terme singulier et un terme général :  
Socrate est un homme , ce drapeau est rouge , 2 est impair, 141 est premier. 
"est un homme " , "est rouge" , "est impair" "est premier" sont des prédicats  
"homme",  "ce drapeau", "2" et "141" sont des objets . 
On écrira P(x) pour  signifier qu'on applique le prédicat P à  l'objet x.   
La vérité de P(x) dépend de l'objet x auquel on applique P. Lorsque P(x) est vrai, on dit que 
x satisfait à P.  
Notant   I le prédicat "est  impair" , I(2) et faux et I(17) est vrai. 
Le prédicat non P aussi noté  ┐P  est vrai de tout objet pour lequel P est faux , faux des 
objets pour lesquels P est vrai. 
Le prédicat (┐P) 

!  

" (P) n'est satisfait par aucun objet.  
Ainsi lorsque I signifie "est un nombre impair"  ┐I (2) est vrai, ┐I (17) est faux. 
On aura compris  que ┐I se traduit alors par "n'est pas un nombre impair" . 
P et Q étant deux prédicats, on définit les prédicats P

!  

" Q et P 

!  

" Q : 
(P

!  

" Q )(x) = P(x) 

!  

"  Q(x)  et (P 

!  

" Q) (x) = P(x) 

! 

"Q(x). 
P

!  

" Q est satisfait par les objets qui satisfont à P et à Q. 
 P 

!  

" Q  est satisfait par ceux qui satisfont  à P ou à Q. 
Quantificateurs  
Quantificateur existentiel :  

!  

"  x P(x)   , se lit "Il existe  un objet x satisfaisant ˆ P". 
Quantificateur universel :   

!  

" x P(x) , se lit "pour tout objet x ,  P est satisfait par x" 
R•gle de la nŽgation :   ┐(

!  

"  x P(x) )   n’est autre que   

! 

"x   ( ┐P(x) )   
                                        ┐(

!  

" x   P(x) )  n’est autre que   

!  

" x   ( ┐P(x) )   
Exemple : Considérons l'affirmation  :  <<Toutes les suédoises sont blondes>> , cette affirmation 
péremptoire est infirmée dès que je constate qu’Ingrid, cette ravissante suédoise , n'est pas 
blonde.  
Ainsi  avec S pour "est suédoise" et B pour est blonde  
┐(

!  

" x ( S(x) 

! 

" B(x)))   n'est autre que  

!  

"  x ( S(x) 

!  

"  (┐B(x))). 
  
 
Exemples de problèmes sur la logique  Ipdexo  Exercices 99 à 104 
 
 
 
 
 
 



Quelques considérations sur les ensembles  
 
Avertissement en un dialogue pas si imaginaire que cela:  
  
Le naïf : << Un ensemble est une collection d'objets appelés éléments >>  
Le faux naïf  : << Oui , mais alors qu'est-ce qu'une collection? qu'est-ce qu'un objet? >> 
 
 
Quelques points sur le vocabulaire et l'usage des ensembles. 
 
Un ensemble peut se "définir" en extension ou en comprŽhension, c'est dire par la liste de 
ses ŽlŽments ou par une propriŽtŽ caractŽristique de ceux ci.  
Enoncer  la propriété " être un nombre naturel premier  et inférieur à 12" , équivaut à 
donner la liste  { 2, 3, 5, 7, 11} .   
Cet énoncé ou cette liste définissent le même ensemble X dont les ŽlŽments sont  
2, 3, 5, 7 et 11.  
2 est élément de X, on dit encore que 2 appartient à X :    2  

!  

"  { 2, 3, 5, 7, 11} 
117 n'est pas élément de X , 117 n'appartient pas à X:      117  

!  

"  { 2, 3, 5, 7, 11} 
Un ensemble n'ayant qu'un seul élément x est donc  noté {x}, on dit que c'est un 
"singleton".  
Un ensemble ayant deux éléments x et y , est noté { x, y }, on dit que c'est une "paire". 
L'ensemble vide ,  noté 

!  

" , est celui qui ne contient pas d'élément. 
Quand un ensemble E est  vide ou  infini , il est vain de vouloir dresser la liste de ses 
éléments  et E se présentera sous la forme E = { x ;  P(x)}.  
Ainsi , les raisonnements sur les ensembles se font le plus souvent sur des propriétés 
auxquelles sont appliquées les éléments de Logique qu'on a rencontrés dans la section 
précédente.  
L'ensemble vide peut être "défini" par 

!  

"  = { x ; x 

! 

"x  } ou par n'importe quel prédicat de 
la forme (┐P) 

!  

" (P).  
Un ensemble A est un sous-ensemble , ou une partie, de l'ensemble E lorsque A est vide ou 
que tout élément de A est élément de B, on note    A

!  

"  E ,et on dit que A est inclus dans  E. 
Lorsque A = { x ;  Q(x)} et E = { x ;  P(x)}, A

! 

"  E  équivaut à 

!  

" x  ( Q(x) 

! 

"P(x) ) 
L'ensemble vide est un sous - ensemble de tout ensemble. 
Deux ensembles A et E sont égaux lorsqu'ils vides ont les mêmes éléments. 
A = E si et seulement si A

!  

"  E et E

!  

"  A. 
L’ensemble  P(E) est l’ensemble dont les éléments sont les parties de E. 
Exemple : lorsque E = {a, b , c },  P(E) = {

!  

" , {a},{b}, {c}, {a,b},{a,c},{b,c} ,  {a,b,c}} 
 Les ensembles, les parties d'un ensemble sont soumises aux opŽrations de rŽunion , 
d'intersection et de diffŽrence respectivement notées  !   

!  

"      et   \ 
A  ! B = {x; (x

!  

"  A ) 

!  

" (x 

! 

" B}  , on dit et on écrit plus simplement : 
La réunion de A et B est constituée des éléments qui appartiennent à au moins l'un de ces 
deux ensembles. 
A  

!  

"   B = {x; (x

! 

" A ) 

!  

"  (x 

!  

"  B}, l'intersection de A et B est constituée des éléments qui 
appartiennent à la fois à A et à B. 
A\ B = {x; (x

!  

"  A ) 

! 

"  (x 

!  

"  B},  la différence A\ B est constituée des éléments de A qui 
n'appartiennent pas à B. 



On aura remarqué que la réunion et l'intersection sont des opérations commutatives et 
associatives, et que cela est faux de la différence. 
Exemple :  {1, 2}  \{2, 3}  = {1} mais {2, 3}\ {1, 2}    = {3}. 
Exercice : vérifier que  A 

! 

"B 

! 

"  A 

! 

"  A  !  B . Calculer A 

! 

"

! 

" et A  !  

!  

"  
Comme pour les connecteurs 

!  

"  et 

!  

"   on a la double distributivité des opérations de réunion 
et d'intersection. 
A!  ( B 

!  

" C) = (A!  B) 

!  

" (A !  C)  ,  A

!  

"  ( B !  C) = (A

! 

" B) !  (A

! 

" C). 
Soit E un ensemble  et A une partie de E , E \A est appelé le complémentaire de A dans E, et 
se note CE ( A) ou  AC  lorsqu'il n' y a pas d'ambiguïté sur E. 
On a les formules pour A et B parties de E:  
CE ( A !  B)= CE ( A)  

! 

"CE ( B)  ,     CE ( A 

! 

" B)= CE ( A)  !CE ( B)  
CE ( E)= 

! 

"   ,  CE (

!  

" )=  E  
Ainsi P(E) est muni d'un calcul à trois opérations, la complémentation ,  l'intersection et la 
réunion , ces trois opérations correspondent respectivement aux trois connecteurs logiques 
« Non » , « Et » et « Ou » 
 
 
 
Deux formules de dénombrement 
 
On ne considère ici que des ensembles finis. 
Le nombre des éléments d’un ensemble fini X , ou cardinal de X sera noté CardX. 
 
Card ( A !  B ) = Card A + Card B – Card(A 

! 

" B) 
 
Lorsque Card E = n   on a Card(P(E)) = 2n . 
 
Ce qu’il faut retenir  et savoir faire en vue des petites classes 
 
Diagrammes de Venn  ( patatoïdes)  et  dénombrement. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

E 

B               

     A 
 
A ∩B  



 
 
 
 
E est délimité par la grande ellipse bleue, A par le rectangle , B par l’assiette cassée qui empiète 
sur le rectangle. 
Colorier A  en rouge , puis B en vert. De quelle couleur sera A

!  

" B ? 
A !  B est maintenant revêtu de trois couleurs. Quelle est l’interprétation de chacune de ces 
couleurs en termes « ensemblistes » ? 
Tracer avec un crayon noir bien gras ( ou un gros feutre)  les contours de E \ (A

! 

"B ) . 
Recommencer sur une autre feuille de papier  pour le contour de la réunion du complémentaire de 
A et du complémentaire de B. 
Reprendre le même diagramme , placer des croix dans A\B, dans B\A dans A

!  

" B  
Vérifier que Card (A!  B) = Card(A) + Card(B) – Card(A

!  

" B ) 
 
 
 
Exemples d’exercice de “logique et ensembles" 
 
(Extrait de questions d’examens) 
Une classe de CM2 à Hendaye compte vingt-trois élèves. On nous dit que quatorze de ces élèves 
comprennent le basque, que huit comprennent l’espagnol et que sept ne comprennent ni le basque 
ni l’espagnol. 
1) Situer Hendaye sur la carte de France. 
2) Représenter par un diagramme de Venn  l’ensemble C des élèves de la classe, le sous 
ensemble B constitué des élèves qui parlent le basque, le sous ensemble E constitué des élèves 
qui parlent l’espagnol. 
3) Combien d’élèves comprennent-ils  au moins une des deux langues basque ou espagnole ? 
4)Combien d’élèves comprennent-ils le basque sans comprendre l’espagnol ? 
5) Combien d’élèves parlent-ils l’espagnol sans comprendre le basque ? 
Ipd exos exercice 96 
Un centre de langue propose des cours d'albanais, de bantou et de 
chinois. Sur les 93 étudiants, 54 étudient l'albanais, 51 le Bantou ou le chinois, 27 le 
Chinois mais pas le Bantou, 3 ni l'albanais ni le chinois, et 12  étudient les 3 langues. 
Quel est le nombre des élèves qui étudient à la fois le Bantou et le chinois ? 
 
 
 

 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 


