
Page 5

Chapitre 1

Échantillonnage et anti-aliasing
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2.4 Filtrage en pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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MAÎTRISE D’INFORMATIQUE



1 - QU’EST-CE-QUE L’ALIASING ? Page 6

Lorsque l’on représente un phénomène continu par une “version numérique” de
celui-ci, il peut apparaı̂tre des distorsions non désirées. On regroupe sous le nom d’alia-
sing l’ensemble des distorsions potentiellement observables en synthèse d’images. Il
est très important de bien comprendre ce phénomène afin, lorsqu’il apparaı̂t, d’en iden-
tifier la source et d’y remédier.

1 Qu’est-ce-que l’aliasing ?

1.1 L’approche “traitement du signal”

La “version numérique” d’un signal continu s(t) (caractéristique d’un phénomène
continu quelconque) s’obtient en deux étapes :

– Une phase d’échantillonnage lors de laquelle on acquiert la connaissance du
signal en un petit nombre ti de points. Soit n le nombre de ces points, alors
l’ensemble des couples

{ti, s(ti)}i=1···n

est la version échantillonnée de ce signal.
– Une phase de reconstruction qui consiste à tenter de réobtenir le signal original

s à partir des seuls échantillons {ti, s(ti)} dont on dispose.
Cette approche naturelle est celle qui est utilisée lorsque l’on trace sur l’écran d’un

ordinateur une fonction (par exemple s(t) = sin(t)) pour t ∈ [a, b] (voir figure 1.1) :
– on choisit n points dans l’intervalle [a, b] :

ti = a + (b − a) × i − 1

n − 1

pour i allant de 1 à n. Puis, on calcule s(ti) pour tout i.
En terme d’échantillonnage, cela signifie que l’on échantillonne uniformément
la fonction s sur l’intervalle [a, b] avec un pas d’échantillonnage δ constant :

δ =
b − a

n − 1

δ est la distance entre deux ti consécutifs. La fréquence d’échantillonnage est
fe = 1/δ (nombre d’échantillons par unité).
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CHAPITRE 1 - ÉCHANTILLONNAGE ET ANTI-ALIASING Page 7

– Une phase de reconstruction qui consiste à tracer l’ensemble des segments

{(ti, s(ti)), (ti+1, s(ti+1))}
pour i allant de 0 à n − 2.
En terme de reconstruction, la fonction tracée est la fonction suivante :

s̃(t) =

n−1∑
i=0

s(ti).φ

(
t − ti

δ

)

où φ(t) est la fonction triangle suivante :

φ(t) =

⎧⎨
⎩

1 + t si t ∈ [−1, 0)
1 − t si t ∈ [0, 1)
0 sinon

L’importance de l’aliasing se mesure alors comme l’écart entre s et s̃.

δ

s(ti)

s(t)

ti

t

(a) Échantillonnage uniforme avec un pas δ
du signal s(t).

φ( t−ti
δ )

ti

t

(b) Les fonctions φ de reconstruction.

s̃(t)

t

(c) La fonction reconstruite

FIG. 1.1 – Exemple du couple échantillonnage-reconstruction.

Sur certains intervalles, le signal reconstruit s̃ peut devenir très différent du signal
s. On peut grossièrement distinguer deux catégories :

– Les cas où s̃ s’apparente à un bruit (structures incohérentes) : trop peu d’échan-
tillons sont choisis pour reconnaı̂tre le signal d’origine.

– Les cas où s̃ fait apparaı̂tre des structures cohérentes très différentes de celles
contenues dans le signal s original (voir figures 1.2 et 1.3). Ce phénomène est
connu en image sous le nom de “moiré”.
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(a) Le signal échantillonné paraı̂t
constant.

(b) Le signal échantillonné semble d’une
fréquence plus faible que le signal origi-
nal.

(c) La fonction f(ρ(x, y)) où ρ(x, y) est la distance à
l’origine et f(t) = 1

2 (1 + sin(t2)). Cette fonction os-
cille de plus en plus vite lorsque l’on s’écarte du centre.
L’échantillonnage de cette fonction présente à la fois de
l’aliasing et du moiré (apparition de régions circulaires).

FIG. 1.2 – Exemples simples d’aliasing provoqué par un mauvais choix du pas d’échantillonnage sur
un signal continu échantillonné.

FIG. 1.3 – Exemple classique d’une image de synthèse présentant de l’aliasing : un damier qui se
prolonge à l’infini. Les contours paraissent discontinus, et la texture du damier forme à l’infini des
structures incohérentes.
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On se pose donc le problème de savoir comment s’assurer que le signal s̃ est une
représentation correcte du signal s et éviter ainsi l’apparition de tels phénomènes.
La théorie du signal a fourni depuis longtemps une explication sur l’origine de ces
phénomènes, ainsi qu’un critère simple permettant de l’éviter.

Intuitivement, on sent bien que plus un signal présente des variations importantes
lors d’un petit intervalle de temps, plus il faudra prendre d’échantillons pour que le
signal reconstruit à partir des échantillons ressemble au signal original. L’analyse de
Fourier nous donne les outils pour étudier ce phénomène.

1.2 L’analyse de Fourier

Nous savons qu’un vecteur a des coordonnées différentes en fonction de la base
de vecteurs dans laquelle on choisit de l’exprimer. Ces coordonnées sont donc la
représentation de ce vecteur dans cette base. Une approche similaire peut être développée
pour les fonctions :

– On peut définir une base de fonctions {Ψf(t)}f∈E dans laquelle on pourra représenter
toutes fonctions. Dans le cas de l’analyse de Fourier, ces fonctions sont définies
par :

Ψf(t) = e−i2πft = cos(2πft) − i sin(2πft)

où f ∈ R. La fonction Ψf(t) est une fonction dont la fréquence d’oscillation est
exactement f . La base {Ψf(t)}f∈R est donc l’ensemble des fonctions Ψf pour
toutes les fréquences possibles.

– La coordonnée de s(t) correspondant à la fonction Ψf(t) est obtenue en effec-
tuant le produit scalaire (fonctionnel) :

ŝ(f) =

∫
s(t).Ψf (t).dt

ŝ(f) représente l’importance que la fréquence f “joue” dans s(t). {ŝ(f)}f∈R

représente les coordonnées de la fonction s(t) dans la base {Ψf(t)}f∈R.
– La fonction ŝ(f) où f ∈ R est appelée la transformée de Fourier de s(t). Elle

représente une décomposition1 suivant toutes les fréquences de s(t). On note F
la transformation de Fourier : ŝ = F(s).

– La fonction s(t) s’écrit dans la base des fonctions Ψf comme :

s(t) =

∫
ŝ(f).ei2πft.df

1Il s’agit d’une généralisation continue en fréquence des coefficients de Fourier.
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Cette transformation s’appelle la transformation de Fourier inverse de ŝ (notée
s = F−1(ŝ)). Elle permet de retrouver exactement s(t) à partir de ŝ(f). La
transformation de Fourier d’une fonction est unique2 et inversible.

s(t)

t

(a) Exemple de signal périodique
idéal : s(t) = a.sin(2πf0.t+φ0).
φ0 est le déphasage (le décalage
par rapport à la fonction en poin-
tillés).

F

−f0 +f0

|ŝ(f)|

0

a

f

(b) Le module |ŝ(f)| de sa transformée de
Fourier : deux pics d’amplitude a localisés
aux fréquences f0 et −f0.

arg s(f)

−f0

+f0−φ0

+φ0

−π

+π

f

(c) La phase arg ŝ(f) de sa transformée de
Fourier : deux pics antisymétriques d’ampli-
tude φ0 localisés aux fréquences f0 et −f0.

FIG. 1.4 – Ce que réalise une transformée de Fourier.

Par conséquent, l’analyse de Fourier consiste à changer l’espace de représentation
d’une fonction afin d’étudier les aspects fréquentiels de celle-ci. Plus précisément,

– le domaine temporel (ou spatial) est le domaine dans lequel le signal s(t) dépend
de la variable t : l’axe des ordonnées représente une évolution temporelle (ou
spatiale) tandis que l’axe des abscisses représente l’amplitude du signal à l’or-
donnée correspondante.

– le domaine fréquentiel est le domaine dans lequel le signal complexe ŝ(f) dépend
de la fréquence f . Le transformée de Fourier ŝ a l’interprétation intuitive sui-
vante (voir figure 1.4) :
– pour son module |ŝ|, l’axe des abscisses représente l’ensemble des fréquences

possibles et l’axe des ordonnées l’importance de cette fréquence pour ce si-
gnal. En général, les fréquences basses (proches de 0) correspondent aux
grandes tendances du signal tandis que les hautes fréquences correspondent
aux détails (� petites oscillations très rapides). Par conséquent, l’essentiel
des informations se trouve en général dans les basses fréquences.

– pour sa phase, l’axe des abscisses représente l’ensemble des fréquences pos-
sibles et l’axe des ordonnées le déphasage associé à cette fréquence.

2Si deux fonctions ont la même transformée de Fourier, alors elles sont égales.
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On peut alors comprendre l’effet de l’échantillonnage sur un signal en analysant
l’impact que cette opération a sur son spectre. On peut alors démontrer que (voir figure
1.5) le spectre échantillonné ŝe s’écrit : ŝe(f) = fe.

∑
k ŝ(f + k.fe). Autrement dit :

⎛
⎝ échantillonnage de s

avec une fréquence
d’échantillonnage fe

⎞
⎠ =⇒

(
périodisation de ŝ

avec une fréquence fe.

)

s(t)

t

F

ŝ(f)

+fm−fm

f

(a) Transformée de Fourier d’un signal continu.

t

F

+
fe
2− fe

2

f

(b) Transformée de Fourier du même signal continu, mais échantillonné. Le spectre
devient périodique.

FIG. 1.5 – Influence de l’échantillonnage sur la transformée de Fourier d’un signal s(t).

Ceci a deux effets importants :

– Il n’est nécessaire de connaı̂tre le spectre que dans l’intervalle [−fe/2, fe/2],
puisque le spectre du signal échantillonné est périodique et de période fe.

– Si le support de ŝ(f) (les valeurs de f pour lesquelles ŝ n’est pas nulle) n’est pas
inclus dans [−fe/2, fe/2] alors les spectres périodisés adjacents se superposent.
Ce phénomène est appelé le repliement de spectre (voir figure 1.6).

La conséquence est l’important théorème de Nyquist : il n’est pas possible représenter
correctement les fréquences supérieures à fe/2 avec un échantillonnage de fréquence
fe. Pire, si des fréquences supérieures à fe/2 sont présentes dans le spectre, alors elles
viennent perturber les fréquences inférieures à fe/2. Donc,
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t

F

+
fe
2− fe

2

f

FIG. 1.6 – Phénomène de repliement du spectre : lorsque le pas d’échantillonnage est insuffisant, la
périodisation engendre un mélange du spectre avec ses versions décalés, donnant ainsi l’illusion que le
spectre se replie (le spectre observé est dans la fenêtre en pointillée)

.

l’échantillonnage d’un signal à une fréquence fe ne provoque pas de
perte d’information3si et seulement si la fréquence maximale fmax

du signal vérifie la condition suivante :

fmax <
fe

2

Ce théorème formalise donc l’intuition qu’un signal comportant beaucoup d’oscil-
lations (i.e. des hautes fréquences) ne peut pas être représenté avec un petit nombre
d’échantillons. Vu sous ce jour, le phénomène d’aliasing apparaı̂tra quand :

– la fréquence maximale du signal fmax n’est pas majorée. Dans ce cas, peu im-
porte la fréquence d’échantillonnage, il y aura des problèmes de reconstruction.

– la fréquence d’échantillonnage fe est fixée. Alors toutes les parties du signal
présentant des fréquences plus grandes que fe/2 présenteront de l’aliasing.

En synthèse d’images, le phénomène d’aliasing est très fréquent car
l’échantillonnage de phénomènes continus intervient quasiment à toutes les étapes
de la construction d’une image.

2 Évaluation déterministe de l’intensité d’un pixel

2.1 Descriptif du problème

Une image I(x, y) est un signal continu (x et y sont réels) qui se forme par la
projection d’une scène tridimensionnelle sur le plan de l’écran (principe de l’appareil
photographique, voir section ??). Une image numérique Ii,j est un signal discret (i et j
sont entiers). La valeur en chaque point (ou pixel) Ii,j de ce signal discret est l’intensité

3Il est alors possible de reconstruire exactement le signal original à partir des échantillons.
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moyenne d’une portion de l’image I(x, y) ; c’est-à-dire (en prenant la grille discrète
naturelle) :

Ii,j =

∫ i+1

i

∫ j+1

j

I(x, y).dy.dx (1.1)

FIG. 1.7 – Calcul de l’intensité d’un pixel

Dans le cas où on suppose que tous
les objets “contenus dans le pixel” (ou
vus “à travers”) sont localement presque
constants, alors cette intégrale peut se
réécrire sous la forme suivante (voir figure
ci-contre) :

Ii,j = AF .IF +
∑

k

Ak.Ik (1.2)

où pour le kième objet, Ak est son aire
contenue dans le pixel, Ik est son inten-
sité moyenne dans le pixel. L’indice F fait
référence au fond (les portions du pixel non occupées par un objet). La somme des
aires est égale à 1 (l’aire d’un pixel) :

AF +
∑

k

Ak = 1

Nous verrons dans les sections suivantes comment le calcul d’intensité de l’équation
1.1 peut être approché en échantillonnant le signal I(x, y) en un petit nombre de points
du pixel pour tenter d’évaluer le plus précisément possible Ii,j.

On tire de l’expression de Ii,j deux règles évidentes mais d’intérêt pour sa détermi-
nation :

– Plus l’aire d’un objet est importante, plus sa contribution à l’intensité totale du
pixel est importante.

– Si l’intensité d’un objet est importante, alors sa contribution à l’intensité totale
du pixel peut rester importante même si son aire est petite. En particulier, si le
reste des objets et le fond ont une intensité faible, alors la contribution d’un petit
objet brillant est majoritaire pour le pixel. Il est nécessaire de traiter explicite-
ment ce cas particulier lors du rendu (voir page ?? pour le cas du ray-tracing).

Or les méthodes classiques de rendu effectuent des approximations de ce calcul
d’aire qui engendrent l’aliasing :

– Pour le Z-buffer, sur les contours (voir figure 1.8), les tracés obtenus avec l’al-
gorithme de Bresenham impliquent que le pixel aura l’intensité de l’objet le plus
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(a) Tracé exact. En gris clair, les
pixels partiellement occupés.

(b) Tracé avec l’algorithme de
Brésenham : effet de crénelage.

(c) Tracé anti-aliasé : l’inten-
sité du pixel dépend de son
pourcentage d’occupation.

FIG. 1.8 – Application pour le tracé de la frontière d’une région.

proche dès que celui-ci occupe au moins la moitié de l’aire du pixel (par la règle
du point milieu), et ceci, même si sa contribution totale à l’intensité du pixel est
inférieure à un objet se trouvant derrière.

– Pour le ray-tracing classique, le pixel est affecté à l’objet qui intersecte le rayon
au centre du pixel, peu importe si celui-ci occupe une aire importante dans le
pixel ou non.

Dans les deux cas précédents, l’intensité du pixel est le résultat du calcul en son point
central alors que le résultat réel est obtenu par la somme des intensités en tous les
points du pixel. On engendre donc nécessairement de l’aliasing (voir figure 1.3) :

– sur les contours, il se traduit par un effet de crénelage.
– sur les surfaces, dès que l’objet est texturé, est que l’échelle à laquelle est vue

la texture (i.e. sa projection observée dans le plan de l’écran) n’est pas compa-
tible avec la finesse de la grille de l’écran (i.e. à cette grille est associé un pas
d’échantillonnage du plan de l’écran insuffisant pour représenter correctement
la projection de la texture). On engendre alors des structures cohérentes très vi-
sibles et sans lien avec la texture originale.

Dans la majorité des cas, la solution consiste à affiner le calcul en suréchantillonnant
(i.e. en utilisant non plus une seule valeur pour évaluer l’intensité du pixel, mais un
ensemble de valeurs). Ces techniques sont présentées à la section 2.

2.2 Principe du suréchantillonnage

La méthode d’approximation usuelle de l’intensité d’un pixel est basée sur l’hy-
pothèse suivante : l’intensité Ic sur toute la surface du pixel est constante (I(x, y) = Ic

pour (x, y) ∈ [i, i + 1) × [j, j + 1)). Il suffit par conséquent de l’évaluer en un seul
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point (par exemple, le centre de ce pixel). Donc :

Ii,j =

∫ i+1

i

∫ j+1

j

Ic.dy.dx = Ic.

∫ i+1

i

∫ j+1

j

dy.dx

︸ ︷︷ ︸
aire du pixel = 1

= Ic

Afin d’obtenir une meilleure évaluation de l’intensité, une idée simple consiste à
augmenter le nombre de points de calcul dans un même pixel (voir figure 1.9) :

1. on divise le pixel en n × n carrés disjoints {Ck}k=1..n×n de taille identique
(appelés sous-pixels) sur lesquels on suppose que l’intensité est constante. Les
carrés sont identiques, disjoints et recouvrent complètement le pixel. L’aire de
chaque carré est Aire(Ck) = 1

n2 .

2. on évalue l’intensité {Ik}k=1..n2 au centre de chaque sous-pixel.

3. on calcule l’intensité du pixel en utilisant l’équation 1.1 :

Ii,j =

n2∑
k=1

∫∫
Ck

Ik.dx.dy =

n2∑
k=1

Ik. Aire(Ck)

=
1

n2

n2∑
k=1

Ik

Par conséquent, l’intensité est la moyenne des intensités dans les sous-pixels.

Appliquée globalement sur une image, il faut donc calculer une image n fois plus
grande et moyenner les pixels par blocs de n × n pour obtenir l’image finale.

Ic

(a) Un pixel, une seule
évaluation. L’intensité
du pixel est Ii,j = Ic.

I1 I2

I3I4

(b) Un pixel, quatre évaluations
(n = 2). L’aire de chaque sous-
pixel est 1

2 × 1
2 = 1

4 . L’intensité du
pixel est Ii,j = 1

4 .(I1+I2+I3+I4)

I1 I2 I3

I4 I5 I6

I7 I8 I9

(c) Un pixel, neuf évaluations (n =
3). L’aire de chaque sous-pixel est
1
3 × 1

3 = 1
9 . L’intensité du pixel est

Ii,j = 1
9

∑9
k=1 Ik

FIG. 1.9 – suréchantillonnage uniforme d’un pixel.

Formulé en termes de zones d’intensité constante (voir équation 1.2 et figure 1.10) :
l’aire de chacune de ces zones est approximée par l’ensemble des sous-pixels dont le
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centre est inclus dans celle ci. La précision de l’intégrale dépend donc directement de
la taille des sous-pixels (donc leurs nombres) ainsi que de la taille des objets brillants
contenus dans le pixel.

(a) contenu d’un pixel. (b) suréchantillonnage du
pixel.

(c) la contribution effective d’une zone
dépend du nombre de points tombant
dans celle-ci.

FIG. 1.10 – approximation de l’aire d’un pixel par suréchantillonnage.

(a) Damier sans traitement anti-aliasing : les
contours sont crénelés et la régularité du da-
mier semble changer avec la profondeur.

(b) Damier avec anti-aliasing par
suréchantillonnage (3 × 3 échantillons
par pixels) : on observe une nette amélioration.
L’aliasing redevient présent lorsque la
fréquence de la texture continue d’augmenter.

FIG. 1.11 – Technique du suréchantillonnage appliquée sur un damier régulier s’étendant à l’infini.

2.3 Interprétation du suréchantillonnage en théorie du signal

L’approche précédente peut s’interpréter dans le cadre de théorie du signal, et ex-
plique pourquoi cette approche réduit le phénomène d’aliasing. Il devient alors d’in-
troduire deux notions supplémentaires.
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OPTION SYNTHÈSE D’IMAGES
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2.3.1 Filtrage dans le domaine fréquentiel

Nous avons vu dans la section 1.2 sur l’analyse de Fourier qu’il n’est pas possible
de représenter correctement les fréquences au-delà de fm = fe/2 avec une fréquence
d’échantillonnage de fe. Toutes les fréquences au-delà de fm provoqueront des replie-
ments de spectre, origine de l’aliasing.

Or, dans notre cadre, il n’est pas question de modifier la fréquence fe, puisqu’elle
correspond directement à la résolution de l’image que l’on observe sur le plan de
l’écran. Faisons deux remarques sur l’ensemble des fréquences du signal supérieures à
fm :

– Par le théorème de Nyquist, on sait qu’il sera impossible de les représenter cor-
rectement.

– A cause du phénomène de repliement du spectre, si on conserve les fréquences
supérieure à fm, celles-ci vont venir perturber les fréquences inférieures à fm.

Donc, pour s’affranchir du phénomène d’aliasing, la seule solution consiste à se débarrasser
de la partie du spectre dont la fréquence est supérieure à fm.

Cette opération peut se formuler en terme de filtrage fréquentiel. Appliquer un
filtrage fréquentiel sur un signal s(t) consiste à multiplier sa transformée de Fourier
ŝ(f) par une autre fonction ĥ(f) appelée filtre4. La transformée de Fourier du signal
filtré sF (f) s’écrit donc :

ŝF (f) = ŝ(f).ĥ(f)

Un filtre permet donc de sélectionner quelles sont les fréquences que l’on souhaite
laisser passer ou bloquer. Si ĥ(f0) = 0, on supprime la fréquence f0 du signal filtré, si
1 > |ĥ(f0)| > 0, on l’atténue ; et si |ĥ(f)| > 1, on l’amplifie.

FIG. 1.12 – Spectre d’un filtre
passe-bas idéal.

Si on revient à notre cadre, le filtre idéal ĥ(f) dont
nous avons besoin est celui qui laisse passer toutes
les fréquences en dessous de fm et bloque toutes les
autres. Formellement, ce filtre s’écrit donc :

ĥ(f) = I(−fO,fO)(f) =

{
1 si f ∈ (−fO, fO)
0 sinon

Ce filtre laisse passer en priorité les basses fréquences.
Ce type de filtre est appelé un filtre passe-bas.

2.3.2 Produit de convolution

(faire un schéma pour expliquer le sens du produit de convolution)

4mais également fonction de transfert.
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OPTION SYNTHÈSE D’IMAGES
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Définissons tout d’abord le produit de convolution entre deux fonctions s et h
comme :

(s ∗ h)(t) =

∫
s(t − u).h(u).du (1.3)

où l’opérateur de convolution est noté ∗.
Dans la section précédente, nous avons vu comment construire un filtre passe-bas

idéal dans le domaine fréquentiel, et comment l’appliquer à la transformée de Fourier
d’un signal. A quoi un filtrage correspond-il dans le domaine spatial ? On peut montrer
simplement que :

sF = F−1(ŝF ) = F−1(ŝ.ĥ) = F−1(ŝ) ∗ F−1(ĥ)

= s ∗ h

Donc, le signal filtré sF s’obtient à partir du signal s par convolution avec le filtre h.

2.3.3 Interprétation

En synthèse d’image, on n’a pas accès au véritable signal s(t), même si on dis-
pose de toutes les informations nécessaires pour le construire (géométrie des objets,
caractéristiques physiques, ...). La seule chose que l’on sait faire, c’est évaluer ce si-
gnal pour tout t. Mais cette évaluation est coûteuse : dans l’idéal, on ne souhaiterait
pas calculer s plus d’une fois par pixel.

En supposant que la fréquence maximale du signal est fm, la seule façon de construire
un signal non aliasé échantillonné avec la fréquence fe est :

1. suréchantillonner5 : échantillonner le signal avec une fréquence 2.fm.

spectre du signal continu

sur-échantillonnage−−−−−−−−−−→
du signal

spectre du signal sur-échantillonné

2. filtrer : appliquer un filtre passe-bas pour la bande de fréquence (−fe/2, +fe/2).

spectre du signal
suréchantillonné

×
filtre passe-bas

=
spectre filtré du signal

suréchantillonné

5En pratique, on peut se contenter de fm + fe/2 car on peut autoriser le filtre à se replier dans la
bande de fréquence au-delà de fe/2 puisque l’on ne conserve pas cette partie du spectre.
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3. rééchantillonner : échantillonner6 le signal filtré avec une fréquence fe.

spectre filtré du signal
suréchantillonné

échantillonnage−−−−−−−−−→
du signal

spectre signal filtré
échantillonné

Le signal résultant est donc de même taille que celui que l’on aurait obtenu en ap-
pliquant directement un pas d’échantillonnage de 1 sur le signal original mais avec
les différences significatives suivantes. La phase de suréchantillonnage a pour but
d’échantillonner le signal original avec un pas suffisant (i.e. sans ou avec peu de re-
pliement de spectre). La phase de filtrage permet de se débarrasser des hautes fréquen-
ces. Le signal obtenu peut ainsi être échantillonné avec un pas de 1 sans provoquer
d’aliasing car la portion haute fréquence du spectre (qui se repliait et venait pertur-
ber les basses fréquences) a été supprimée lors de la phase de filtrage. Le signal
original est donc modifié afin de permettre une représentation correcte de celui-ci
malgré un pas d’échantillonnage normalement insuffisant. Visuellement, cette opé-
ration lisse le signal original (visuellement, on le rend flou) pour n’en conserver que
les grandes tendances représentables avec un pas d’échantillonnage de 1. Cette idée
est utilisée dans l’annexe dans le problème de changement d’échelle d’une image (cas
d’un rétrécissement).

Cette technique pose un problème essentiel pour son application à la synthèse
d’images : on ne connaı̂t généralement pas la fréquence maximale fm du spectre de
l’image que l’on cherche à synthétiser. En clair, on ne sait pas combien de points de
calcul sont nécessaires par pixel pour être sûr d’obtenir une image non aliasée (on ne
sait pas comment choisir le n de la section 2.2).

En toute rigueur, puisque l’on essaie d’obtenir un aspect naturel, cette fréquence
maximale n’existe pas car le spectre d’une image naturelle contient toutes les fréquences.
En pratique, cela signifie qu’on ne sait pas choisir le n adéquat (le nombre de sous-
pixels en lequel il faut décomposer le pixel) de façon à être sur de se préserver de
l’aliasing. En conséquence, si la fréquence de suréchantillonnage est trop faible, les
plus hautes fréquences continuent à perturber le signal filtré (voir figure 1.11).

6Si les deux étapes précédentes n’étaient pas présentes, on obtiendrait un repliement de spectre :

spectre du signal continu

échantillonnage−−−−−−−−−→
du signal

spectre du signal échantillonné
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2.4 Filtrage en pratique

Le filtre passe-bas idéal ĥ(f) = I(−f0/2,f0/2) possède un défaut important : son
expression dans le domaine spatial est un sinus cardinal7 : h(t) = sinc(f0.t). Par
conséquent, il n’est pas localisé8 dans le domaine spatial. Appliqué en un point, ce
filtre tient donc compte d’un grand nombre de voisins.

Inversement, considérons le filtre moyenne h(t) = I(−a,a)(t)/(2a). Ce filtre est un
filtre passe-bas (sa transformée de Fourier ĥ(f) est un sinus cardinal). Par conséquent,
ce filtre n’est pas localisé dans le domaine fréquentiel, par conséquent, le filtre laisse
passer (de manière atténuée) certaines hautes fréquences.

En fait, il n’est pas possible de trouver un filtre dont le support est fini à la fois dans
le domaine spatial et fréquentiel. Par contre, on peut montrer que le filtre gaussien est
le filtre qui possède la meilleure9 localisation espace-fréquence : il est à support infini,
mais sa décroissance est suffisamment rapide pour le considérer comme localisé. De
plus, il possède l’avantage d’être isotrope.

En pratique, on n’applique le filtrage que sur les points (i.e. au “centre” du pixel)
qui seront considérés lors du rééchantillonnage. Il est en effet inutile de connaı̂tre la va-
leur de l’image suréchantillonnée filtrée en tout point. C’est la raison pour laquelle il est
plus rapide de travailler dans le domaine spatial plutôt que dans le domaine fréquentiel.

Nous n’avons donné pour l’instant l’expression de la convolution que pour un si-
gnal unidimensionnel (voir équation 1.3). Elle s’adapte facilement en deux dimensions
pour image :

(s ∗ h)(x, y) =

∫ ∫
s(x − u, y − v).h(u, v).du.dv

Si le support du filtre h est compact (h(x, y) = 0 pour (x, y) �∈ (−a, +a) × (−b, +b)),
l’équation devient :

(s ∗ h)(x, y) =

∫ +a

−a

∫ +b

−b

h(u, v).s(x− u, y − v)

On en déduit immédiatement la forme de la convolution entre un signal discret et un
filtre discret centré de taille (2n + 1) × (2p + 1) :

(s ∗ h)i,j =
+n∑

u=−n

+p∑
v=−p

hu,v.si−u,j−v

7sinc(x) = sin(x)/x
8Autrement dit, la fonction n’est pas à support compact (il n’existe pas d’intervalle [a, b] tels que

h(t) = 0 si t �∈ [a, b]).
9La transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne.
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Exemple 1 Le filtre h de taille 3 × 3 peut s’écrire comme la matrice :

h =

⎡
⎣h−1,−1 h0,−1 h1,−1

h−1,0 h0,0 h1,0

h−1,1 h0,1 h1,1

⎤
⎦

où le coefficient h0,0 est le centre du filtre. La valeur au point (i, j) du signal bidimen-
sionnel si,j filtré par le filtre h s’obtient avec :

(s � h)i,j =
1∑

u=−1

1∑
v=−1

mu,v.si−u,j−v

=
h−1,−1.si+1,j+1 + h0,−1.si,j+1 + h1,−1.si−1,j+1 +
h−1,0 .si+1,j + h0,0 .si,j + h1,0 .si−1,j +
h−1,1 .si+1,j−1 + h0,1 .si,j−1 + h1,1 .si−1,j−1

On remarquera que le filtre est inversé dans les deux directions pour être appliqué au
signal.

Avec les remarques précédentes, on est donc amené à utiliser essentiellement deux
types de filtres :

Les filtres moyennes : pour lesquelles la matrice Mn associée au filtre de taille n
s’écrit toujours comme une matrice de taille n × n ne contenant que des 1 et
renormalisée par n2. Par exemple, la matrice M3 s’écrit :

M3 =
1
9

⎡
⎣1 1 1

1 1 1
1 1 1

⎤
⎦

les filtres gaussiens : on peut montrer qu’un filtre gaussien peut se construire comme
la convolution infinie de filtres moyennes. On obtiendra donc une bonne approxi-
mation du filtre gaussien de taille finie en convoluant des filtres moyennes. Par
exemple,

G1 = M2 ∗ M2

=
1
16

⎡
⎣1 2 1

2 4 2
1 2 1

⎤
⎦

G2 = M2 ∗ M3

=
1
36

⎡
⎢⎢⎣

1 2 2 1
2 4 4 2
2 4 4 2
1 2 2 1

⎤
⎥⎥⎦
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G3 = M2 ∗ M2 ∗ M2

= G1 ∗ M2

=
1

256

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 4 6 4 1
4 16 24 16 4
6 24 36 24 6
4 16 24 16 4
1 4 6 4 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

G′
3 = M3 ∗ M3

=
1
81

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3 2 1
2 4 6 4 2
3 6 9 6 3
2 4 6 4 2
1 2 3 2 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Si l’on interprète ce filtre en tant que pondération (et non en terme de filtrage)
de ce qui se passe dans l’ensemble des sous-pixels, cela revient à accentuer ce
qui se passe au centre du pixel par rapport au bord.

2.5 Suréchantillonnage adaptatif

Le suréchantillonnage pose deux problèmes :
– en calculant les images avec des résolutions beaucoup plus grandes celles nécessaire,

on augmente considérablement le temps de calcul (au moins d’un facteur n2 si
n est le facteur du suréchantillonnage).

– le suréchantillonnage est loin d’être nécessaire partout. En particulier, on sait que
l’aliasing apparaı̂t en priorité sur les zones de contours ou à la surface d’objets
texturés. Ces zones sont souvent assez minoritaires sur une image.

Tel que nous l’avons présenté jusqu’ici il est donc grandement inefficace. Une version
adaptative permettrait de réduire considérablement le coût du suréchantillonnage en ne
l’effectuant qu’aux endroits de l’image susceptibles de présenter de l’aliasing. Ceci est
réalisé grâce aux outils suivants :

– une méthode récursive de subdivision du pixel pour permettre une adaptation
spatiale de la subdivision. A cette méthode de subdivision est associée une méthode
de calcul de l’intensité à partir des subdivisions effectuées.

– un critère de subdivision afin de décider si une zone du pixel doit subir une
subdivision ou non.

2.5.1 Méthode récursive de subdivision d’espace

La méthode de subdivision choisie doit permettre un raffinement progressif de cer-
taines zones particulières du pixel et se prêter facilement à une évaluation locale de
l’intensité. Une des méthodes possibles est celle présentée figure 1.13 (méthode de
Whitted).

Pour chaque pixel, on dispose à l’origine d’un suréchantillonnage de 2 : on connaı̂t
les valeurs des intensités aux coins du pixel et au centre. Au total, pour une image
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(a) Initial. (b) Après raffinement.

FIG. 1.13 – Structure d’échantillonnage et raffinement du coin supérieur droit par la méthode de Whitted

finale de taille sx × sy, on doit donc précalculer :

(sx + 1) × (sy + 1)︸ ︷︷ ︸
valeurs dans les coins

+ sx × sy︸ ︷︷ ︸
valeurs aux centres

puisque la valeur à un coin du pixel est en général partagée par 4 pixels. En fonction
de l’importance de la subdivision suivante, on ajoute :

– 3 nouveaux points pour subdiviser un coin.
– 5 nouveaux points pour subdiviser la moitié du pixel.
– au plus 8 nouveaux points pour subdiviser tout le pixel.
Le calcul de l’intensité s’effectue de la façon suivante (voir figure 1.14). Si l’on

note A, B, C, D l’intensité aux coins et l’intensité au centre du pixel, alors l’intensité
Ip sur le pixel s’évalue comme :

Ip =
1

2
E +

1

8
(A + B + C + D)

=
1

4︸︷︷︸
aire d’un coin

⎛
⎜⎜⎝ A + E

2︸ ︷︷ ︸
supérieur gauche

+
B + E

2︸ ︷︷ ︸
supérieur droit

+
C + E

2︸ ︷︷ ︸
inférieur gauche

+
D + E

2︸ ︷︷ ︸
inférieur droit

⎞
⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
intensité des coins

(1.4)

Si un coin est subdivisé (par exemple, si les intensités F , G et H sont calculées pour
le coin supérieur droit - voir figure 1.14), il suffit de mettre à jour l’intensité du coin
subdivisé. Nommément dans ce cas, on remplace :

B + E

2︸ ︷︷ ︸
estimation sur 2 points

par
1

4

(
F + G

2
+

G + B

2
+

G + E

2
+

G + H

2

)
︸ ︷︷ ︸

nouvelle estimation calculée sur 5 points

Cette nouvelle expression peut de nouveau être décomposée comme la somme de 4
termes représentant chacun l’intensité dans un des coins du sous-pixel.

La décision de subdivision d’une zone du pixel est prise grâce à l’un des critères
de subdivision suivants.
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initial raffinement

subdivisions

points de calcul
de l’intensité

aires associées à
chaque point de
calcul

FIG. 1.14 – Raffinement du coin supérieur droit : calcul de l’intensité et aires associées.

2.5.2 Critères de subdivision

Le critère de subdivision a pour but de déterminer si le pixel doit être suréchantillonné
ou non. Il doit donc réagir dans les régions susceptibles de contenir de l’aliasing :

– soit on se trouve sur un contour. Les contours ont des sources multiples, notam-
ment :
– passage d’un objet à un autre.
– auto-occlusion d’un objet complexe.
– phénomène d’ombrage et de lumière : contour engendré par une ombre pro-

jetée, contour du reflet d’un objet sur un autre, etc ...
– un des phénomènes précédents derrière un objet transparent.
La détection de l’ensemble des zones où l’aliasing peut se manifester est donc
problématique. Dans cette partie, nous ne développerons que des critères qui se
limitent à une analyse des valeurs connues en ces points. Une autre approche
permettant une analyse sémantique du problème sera abordée en fin de section.

– soit on se trouve sur une texture. On ne considérera pas ce cas car il existe des
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techniques spécifiques intégrées au plaquage de textures permettant de traiter
efficacement le problème de l’aliasing des textures (voir la méthode du mip-
mapping dans le chapitre ??).

Dans ce cadre, le critère de subdivision est donc un test effectué sur les valeurs
connues dans le pixel dans le but de déterminer si le pixel doit être subdivisé ou non ;
et récursivement, il est appliqué sur les valeurs de chaque sous-pixel pour savoir s’il
faut ou non continuer la subdivision. Un test implique la comparaison de valeurs. Or,
ces valeurs peuvent être de différentes natures :

– des valeurs d’intensités.
– des triplets RVB ou XYZ.
– des n-uplets correspondant aux n longueurs d’onde d’une évaluation spectrale.

Si les comparaisons d’intensités ne posent pas de problème, il n’en va pas de même
dans les autres cas. Comme nous l’indiquions dans le chapitre sur la couleur, ces es-
paces ne sont pas perceptivement uniformes. Il est donc préférable10 d’effectuer les
comparaisons dans des espaces prévus à cet effet (les espaces L∗a∗b∗ ou L∗u∗v∗, voir
le chapitre sur la couleur, page ??) ou de disposer de tests adaptés à chacune des com-
posantes.

Notons {sk} l’ensemble des valeurs connues sur le pixel, smax le maximum des
sk et smin leur minimum. On suppose que l’échelle de variation des sk sur l’image est
[0, 1]. Dans l’exemple de la section précédente, les valeurs des sk sont {A, B, C, D, E}.
Dans le sous-pixel supérieur droit (à l’étape récursive suivante), le critère est évalué
avec {sk} = {B, E, F, G, H}. Les critères possibles sont alors les suivants :

Différences d’intensité : on subdivise si smax − smin > ε.
ε représente la différence maximale d’intensité autorisée au sein du pixel. Sa va-
leur est généralement choisie proportionnelle au pas de quantification (k/28 pour
une intensité codée sur 8 bits avec k proche de 1). La différence d’intensité peut
également être évaluée de façon locale. En reprenant la méthode de subdivision
de la section précédente, on peut construire les règles suivantes :
– le coin supérieur gauche (resp. supérieur droit, inférieur droit, inférieur gauche)

est subdivisé si |E − A| est supérieur à ε (resp. |E − B|, |E − C|, |E − D|).
– la partie supérieure (resp. droite, inférieure, gauche) est subdivisée si |A−B|

est supérieur à ε (resp. |B − C|, |C − D|, |D − E|).
La figure 1.15 présente un exemple de subdivision basé sur ces règles.

Étendue d’intensité : on subdivise si |smax − t| > ε ou |smin − t| > ε.
t est une valeur de référence (la moyenne, le médian, ...). La subdivision a lieu
si les valeurs maximale ou minimale s’écartent trop de la valeur de référence t.

10Théoriquement. En effet, il arrive que l’utilisation de ces espaces ne donne pas d’amélioration
notable ; ou pire, donnent des résultats moins bon que dans l’espace RGB.
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(a) subdivisions du pixel (b) points de calcul

FIG. 1.15 – Exemple de suréchantillonnage adaptatif sur un contour avec la méthode de subdivision de
Whitted. Les règles de subdivision sont : (1) test central : si le critère de subdivision entre le centre et un
coins est vérifié, on subdivise le quart de pixel concerné. (2) test des coins : si le critère de subdivision
entre deux coins adjacents est vérifié, on subdivise le demi-pixel concerné.

Contraste : le contraste est un bon prédicteur de la réponse de l’oeil. Il est défini par :

C =
smax − smin

smax + smin

On subdivise si C > ε. Les valeurs suggérées pour le rouge, le vert et le bleu
sont respectivement 0.4, 0.3 et 0.6. Attention, ce test est très sensible lorsque les
valeurs des sk sont toutes faibles. Pour cette raison, on utilise plutôt une version
modifiée du contraste : C ′ = s̄.C où s̄ est la moyenne des sk.

2.5.3 Compléments : subdivision en diamant

La subdivision de Whitted produit la même résultat que deux étapes d’une subdi-
vision en diamant comme le montre le schéma ci-dessous :

Grille initiale. 1ère subdivision. 2ème subdivision. 3ème subdivision.

La construction de la valeur du pixel utilise alors la même règle des aires que pour
la décomposition de Whitted :
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1ère subdivision :
ci

c Ip = 1
2
c + 1

8

4∑
i=1

ci

2ème subdivision :

bi

ci

c Ip = 1
4
c + 1

8

4∑
i=1

bi + 1
16

4∑
i=1

ci

3ème subdivision :

di
bi

ci

c Ip = 1
8
c + 1

8

4∑
i=1

di + 1
16

4∑
i=1

bi + 1
32

4∑
i=1

ci

2.6 Subdivision sur critères sémantiques

L’analyse sémantique est une solution plus adaptée et efficace (mais coûteuse en
temps) que les critères proposés ici. Elle exige de disposer en chaque point de l’objet
sur lequel on se trouve et de la totalité des informations utilisées pour effectuer le
rendu afin de détecter les changements responsables de l’apparition d’un contour à
travers une analyse sémantique de la situation. Voici deux exemples pour des rayons
directs :

– si le rendu sur deux points adjacents provient de deux objets différents, alors il
y a, entre ces deux points, un contour engendré par la transition entre les deux
objets.

– si le rendu sur deux points adjacents provient d’un même objet, mais que les
sources lumineuses éclairant directement ces deux points changent, alors on se
trouve dans la zone de transition d’une ombre portée.

Dans le cas du ray-tracing, l’analyse et la comparaison de l’arbre de rendu sur des
pixels adjacents permet de conclure dans ces situations (même dans les cas complexes
de contours engendrés par un reflet).

2.7 Calcul d’aire direct

On se replace dans le cadre de la section 2 (page 12). Dans le cas où les objets qui
composent la scène sont des polygones, il est possible d’évaluer exactement l’intégrale
1.1 sur chacun des polygones participant à l’intensité du pixel. Tel quel, le coût de cette
méthode est prohibitif, mais celle-ci peut être approximée : le pixel est décomposé en
sous-pixels (on reprend en cela l’idée du suréchantillonnage - voir figure 1.16 et ??).
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(a) Exemple (b) Intersection entre le polygone et le pixel

(c) Superposition de la grille : les sommets du
polygone (représentés par des cercles) n’inter-
sectent pas la grille

(d) On les déplace pour qu’ils coı̈ncident avec
la grille (on choisit le plus proche).

FIG. 1.16 – Calcul de l’intersection entre un polygone et le masque

FIG. 1.17 – Méthode rapide de calcul du masque : on procède en traitant séparément les côtés du
polygone intersectant le pixel, et en regroupant les résultats avec des opérations binaires élémentaires.
On “clippe” les extrémités du segment au point le plus proche sur la grille. Un bit du masque est mis à
1 si plus de la moitié de son aire est incluse dans le polygone (Bresenham)
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FIG. 1.18 – Méthode du A-buffer
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L’intensité du pixel est ensuite construite itérativement en traitant un par un les
polygones intersectant le polygone et en conservant les sous-pixels dans lesquels l’in-
tensité doit être calculée dans un buffer. Cette technique est connue sous le nom de
A-buffer (Anti-Aliasing, buffer de moyenne d’Aire Accumulée).

entrée (i, j) les coordonnées du pixel dont on veut évaluer l’intensité.
S la scène (contient la liste des polygones la composant).

sortie Ii,j l’intensité du pixel de coordonnées (i, j).
variables p le facteur de suréchantillonnage du pixel (il est découpé en p × p sous-

pixels).
M0 masque binaire de taille p × p contenant les sous-pixels pour lesquels l’in-

tensité a déjà été évaluée (i.e. le A-buffer).
M masque binaire contenant l’approximation (en terme de sous-pixel) du po-

lygone en cours de traitement.
fonction A(M) fonction calculant la portion d’aire du buffer binaire M . Par exemple, si M

contient q pixels à 1, alors A(M) = q/p2.

algorithme

Initialiser M0 à 1.
Initialiser Iij à 0.
Trouver les polygones Pk qui intersectent le pixel Iij (on note n leur nombre).
Trier par Z croissant ces polygones (indicés de P1 le plus proche jusqu‘à Pn le plus éloigné).
k = 1
Tant que k ≤ n et M0 �= 0

Calculer le masque M de la fraction du polygone Pk intersectant le pixel pij (voir figure 1.17).
Enlever les pixels déjà dessinés : M = M&M0.
si M = 0 alors passer au polygone suivant.
Mettre à jour le masque des pixels déjà dessinés : M0 = M0& (!M).
Calculer la couleur (constante) Ik du polygone Pk sur l’intersection de Pk et du pixel (i, j).
Mettre à jour la couleur du point : Ii,j = Ii,j + Ik.A(M)

Ajouter la couleur du fond pour les points n’intersectant pas de polygones : I i,j = Ii,j + IF .A(M0)

Algorithme 1: Algorithme du A-buffer (voir aussi figure 1.18).

La qualité du rendu dépend de la taille du masque choisi. Cette technique effi-
cace est maintenant implémentée sur la majorité des systèmes de rendu actuels en
complément du Z-buffer.

2.8 Limitation des méthodes déterministes et ouverture

Comme nous l’avons déjà vu, si un signal observé n’a pas de fréquence maxi-
male, alors il n’est pas possible en l’échantillonnant d’obtenir un signal non aliasé.
Mieux, l’apparence que l’aliasing prend est une conséquence directe de la régularité
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de l’échantillonnage : la cohérence de l’échantillonnage combinée à la cohérence de
l’image ne peut produire que des erreurs cohérentes. Une idée consiste alors à échantillonner
l’image de manière irrégulière (i.e. aléatoire) de manière à ce que les hautes fréquence
apparaissent comme du bruit plutôt que comme des artefacts cohérents.

En fait, pour le système de vision humain, l’incohérence d’un bruit est beaucoup
moins choquante que la cohérence de l’aliasing (l’attention est d’abord attirée par les
parties cohérentes d’une scène). On a remarqué que les photo-récepteurs de l’œil hu-
main ne sont pas distribués de manière uniforme (voir figure 1.19) : c’est l’une des
raisons pour lesquelles l’œil humain ne fait pas d’aliasing.

FIG. 1.19 – Micro-photographie d’une rétine humaine à deux distances différentes de son centre. Les
grandes cellules sont les cônes, les petites les bâtonnets.

On a étudié la répartition des photorécepteurs dans les régions où leur densité
est faible. L’observation est alors que ceux-ci se distribuent d’une manière bien par-
ticulière : celle d’un disque de poisson. On constate que :

– Pour le bruit poissonnien (ou uniforme), le bruit se répartit à toutes les fréquences.
Par conséquent, ce type de filtre est inutile car il est incapable de différencier
entre les hautes et basses fréquences. Il donnera donc une impression de bruit
pour toute l’image, que la zone considérée contienne des hautes fréquences ou
non.

transformée−−−−−−−→
de Fourier

bruit bidimensionnel
uniforme

extrema de son spectre

– Pour le bruit de type disque de Poisson, ce bruit est généré de façon à ce que
les échantillons vérifient une loi de distance minimale par rapport aux autres
échantillons. On obtient ainsi un filtre ne perturbant que les hautes fréquences.
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transformée−−−−−−−→
de Fourier

bruit de type disque
de Poisson

extrema de son spectre

Par conséquent l’utilisation de l’échantillonnage aléatoire va nous permettre de
transformer l’aliasing en bruit tout en perturbant relativement peu les parties basse-
fréquence de l’image.

Avant d’aborder et de justifier plus précisément les méthodes aléatoires, commençons
par en revoir les bases.

3 Génération de nombres aléatoires

Nous nous intéressons dans cette section aux méthodes pratiques pour générer les
distributions aléatoires les plus couramment utilisées en synthèse d’images ; notam-
ment :

– les méthodes monodimensionnelles : elles constituent la base pour les méthodes
suivantes, et permettent de générer des nombres aléatoires avec des lois parti-
culières.

– les méthodes bidimensionnelles : elles permettent de tirer aléatoirement des
points dans un pixel, ou à la surface d’une source de lumière.

Certaines généralisations n-dimensionnelles, ainsi que le tirage aléatoire sur des
distributions sphériques (utilisées surtout dans le cadre des BRDFs, génèrant des en-
sembles de directions aléatoires compatibles avec celles-ci) seront vues dans le chapitre
??.

3.1 Génération de nombres aléatoires

3.1.1 Générateur aléatoire “built-in”

La majorité des langages de programmation disposent d’une fonction (au moins)
de génération de nombres aléatoires. Cette fonction a généralement les particularités
suivantes :

– c’est une fonction pseudo-aléatoire. Autrement dit, elle ne génère pas de vrais
nombres aléatoires (qui dépendent complètement du hasard) mais des suites
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déterministes de nombres dont la répartition est suffisament ératique pour paraı̂tre
aléatoire. En C ou en C++, cette fonction s’appelle rand().

– cette fonction pseudo-aléatoire est basée sur une graine aléatoire initiale (seed
en anglais). En conséquence, si la fonction pseudo-aléatoire est initialisée deux
fois avec la même graine, elle fournira exactement la même suite de nombres
pseudo-aléatoires11. En C ou en C++, la fonction d’initialisation de la graine
aléatoire s’appelle srand(), et la valeur de la graine est souvent choisie avec
time() de façon à ce que les tirages changent à chaque exécution.

– la fonction pseudo-aléatoire génére des nombres entiers de 0 à RAND MAX12

selon une loi uniforme. Le terme uniforme se réfère au fait que toutes les valeurs
ont exactement la même chance d’être tirées.

– attention, la qualité de la fonction de tirage aléatoire n’est pas garantie, et cette
fonction peut présenter un biais (certaines valeurs ont plus de chance d’être tirées
que d’autres). Ce biais peut produire des effets très visibles sur les résultats. En
cas de doute, d’autres implémentations de rand() (avec codes) peuvent être
trouvées dans le livre Numérical Recipes de W.H. Press et al.

Attention : comme cela est souvent signalé dans les documentations, il faut abso-
lument éviter d’utiliser la fonction modulo avec une fonction pseudo-aléatoire. Par
exemple, pour obtenir des nombres entiers aléatoires de 0 à 10, écrire rand()%10
génère un biais important. L’écriture floor(rand()*11.0/(RAND MAX+1.0))
est celle à utiliser.

3.1.2 Un (très) bref rappel de probabilité

Pour une variable aléatoire X définie sur un intervalle [a, b], on appelle :

la densité de probabilité f(x) est la répartition de la probabilité de X sur son sup-
port. En particulier, elle vérifie :

∫ b

a

f(x).dx = 1

la fonction de répartition �(y) est la probabilité que X ≤ y. Sa relation avec f(x)
est :

�(y) =

∫ y

a

f(x).dx

11Par conséquent, sauvegarder la graine ‘aléatoire utilisée peut s’avérer utile pour le débuggage afin
de réobtenir les mêmes réalisations aléatoires.

12constante prédéfinie dans stdlib.h.

PASCAL MIGNOT

UNIVERSITÉ DE REIMS
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Inversement, f = �′. On remarquera que � est une fonction croissante.

Ces deux fonctions permettent donc de décrire complètement la façon dont les va-
riables aléatoires X se répartissent. On dit alors que X est de loi f (ou �).

3.1.3 Générateur aléatoire uniforme

Les nombres aléatoires de loi uniforme sont à la base de toutes les générations
de nombres aléatoires. La méthode de génération de nombre aléatoire uniforme est
présentée dans l’algorithme 2.

On rappelle figure 1.23 les propriétés de répartition de la loi uniforme13 :
– elle est définie sur [0, 1[.
– sa densité de probabilité est f(x) = 1. Toutes les valeurs de x sont donc équiprobables.
– sa fonction de répartition est �(x) = x. Notamment, �( 1

2
) = Pr[x ≤ 1

2
] = 1

2
.

– sur l’exemple de répartition, on voit que les échantillons se répartissent bien sur
tout l’intervalle [0, 1]. En particulier, si n réalisations ont été faites, la loi des
grands nombres14 nous dit que le nombre des échantillons dans l’intervalle [a, b]
(inclus dans [0, 1]) est en moyenne de |b − a|.n.

Inclusion : fichiers d’entête à inclure.

#include <stdlib.h>
#include <time.h>

Initialisation de la graine aléatoire : à faire une seule fois, par exemple dans le main.

srand( (unsigned)time() );

Tirage : fonction à appeler à chaque fois que l’on a besoin d’une variable aléatoire uniforme.

double randU(void) {
return rand() / (double)(RAND_MAX+1);

}

Algorithme 2: Tirage de nombres aléatoires uniformes en C.

3.1.4 Méthodes des transformations

On voudrait maintenant générer d’autres types de variables aléatoires (i.e. avec
d’autres répartitions). Nous nous posons (et répondons) dans ce but aux deux ques-
tions :

13Pour les nombres aléatoires uniformes en informatique ! Dans le cas général, une loi uniforme est
une loi dont la densité de probabilité est constante sur son support.

14Cette loi indique que lorsque l’on calcule une moyenne empirique (à partir des valeurs), on finit
toujours par tendre vers la vrai moyenne lorsque l’on augment ce nombre de valeurs.

PASCAL MIGNOT

UNIVERSITÉ DE REIMS

OPTION SYNTHÈSE D’IMAGES
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0
0

1

1

(a) densité de probabilité

0
0

1

1

(b) fonction de répartition

0 10.2 0.4 0.6 0.8
(c) exemple de répartition de 150 réalisations.

FIG. 1.20 – Loi uniforme

1. soit T (x) une fonction et X une variable aléatoire de loi �. Quelle est la loi
suivie par la variable aléatoire T (X) ?

Il suffit de remarquer que :

Pr[T (X) ≤ x] = Pr[X ≤ T−1(x)] = �(T−1(x))

2. inversement, sachant que je sais tirer des variables aléatoires X uniformes, quelle
est la transformation T que je dois utiliser afin que T (X) génère des variables
aléatoires de loi � ?

On note �u(x) = x la fonction de répartition de la loi uniforme. D’après le
résultat précédent :

�(x) = �u(T−1(x)) = T−1(x) ⇒ T (x) = �
−1(x)

Par conséquent, la transformation recherchée est l’inverse de la fonction de répartition
de la loi souhaitée.

Par conséquent, l’algorithme de génération de variables aléatoires Y de loi � est le
suivant :

X = variable aléatoire uniforme.
Y = �−1(X)

Cette méthode est largement utilisée pour la génération de variables aléatoires de lois
particulières.

PASCAL MIGNOT

UNIVERSITÉ DE REIMS
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FIG. 1.21 – Principes de la méthode des transformations.

3.1.5 Générateur aléatoire gaussien

La loi de Gauss est une loi que l’on retrouve très fréquemment dans la nature, no-
tamment à cause du fait que la somme de n variables aléatoires (notamment uniformes)
tend vers une loi de Gauss lorsque n → ∞.

On rappelle à la figure 1.22 les propriétés de cette répartition :
– sa densité de probabilité (centrée réduite) est de la forme :

f(x) =
1√
2π

.exp(−1
2
x2)

– sur l’exemple de répartition, on voit que les échantillons s’agrègent autour de 0
(sa moyenne) et deviennent de plus en plus rare au fur et à mesure que l’on s’en
éloigne.

– L’algorithme de tirage de v.a. de loi gaussienne utilise la méthode des transfor-
mations (voir algorithme 3).

3.1.6 Génération aléatoire à faible dispersion

Lorsque l’on observe la répartition des points obtenus par le tirage d’une variable
aléatoire uniforme (voir figure 1.23(c)), on peut être étonné du fait que, aussi uniforme
que soit cette loi, les valeurs obtenues ne semblent pas bien réparties sur [0, 1[ (présence
de concentrations et de trous).

L’explication est simple :
– les tirages sont tous indépendants : lorsque j’effectue mon nème tirage, je ne

tiens aucun compte des n − 1 tirages précédents.
– l’uniformité de la répartition est garantie à la limite (i.e. pour un nombre de

tirages assez grand), mais pas pour un ensemble de n tirages.
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(a) densité de probabilité
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0.5

0
0

1

(b) fonction de répartition

0-2 +2
(c) exemple de répartition de 150 réalisations.

FIG. 1.22 – Loi gaussienne.

randG()

static g=0, set=0
si (set=0)
alors

répéter

v1 = 2.randU()− 1
v2 = 2.randU()− 1
r = v1

2 + v2
2

tant que (r ≥ 1) ou (r = 0)
s =

√−2 log(r)/r
set=1
g = s.v1

retourner s.v2
sinon

set=0
retourner g

Algorithme 3: Tirage d’une variable aléatoire gaussienne. On notera que l’algorithme
génère deux variables aléatoires par appel ; l’utilisation de variables statiques permet
d’utiliser la deuxième variable calculée lors de l’appel suivant.
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3 - GÉNÉRATION DE NOMBRES ALÉATOIRES Page 38

Or, il est fréquent d’avoir à la fois besoin d’aléatoire (contre l’aliasing), et d’une bonne
répartition (pour limiter la variance des résultats).

La théorie des nombres offre ici une de ses applications : si on compte en base b de
1 à n, alors le radical inverse se répartit uniformément sur l’intervalle [0, 1[. Pour être
plus explicite, voyons le cas où b = 2 et où l’on compte de 1 et 7 :

i base 2 radical
inverse

Hi

1 001 0.100 0.5
2 010 0.010 0.25
3 011 0.110 0.75
4 100 0.001 0.125
5 101 0.101 0.625
6 110 0.011 0.375
7 111 0.111 0.875

ordre dans lequel les sites sont affectés.

0.50 1

12 34 56 7

intervalle sur lequel on place les points.

La suite de nombres ainsi obtenue s’appelle une suite de Halton. Plus précisément,
le ième nombre de la suite Halton en base b (noté φb(i)) se construit en deux étapes :

1. décomposition en base b de i :

i = a0.b
0 + a1.b

1 + a2.b
2 + ... + ap.b

p

En base b, i s’écrit par conséquent ap. . .a2a1a0.

2. construction du radical inverse :

φb(i) = a0.b
−1 + a1.b

−2 + . . . + ap.b
−(p+1)

Cette construction assure que φb(i) ∈ [0, 1[.

La suite de N nombres de Halton en base b est :

{φb(1), φb(2), ..., φb(N)}

Cette suite est complètement déterministe. Afin de lui ajouter un aspect aléatoire, on
utilise plutôt la suite-pseudo aléatoire suivante :

{φb(a), φb(a + 1), ..., φb(a + N − 1)}

où a un nombre entier aléatoire.
On peut ainsi générer des nombres pseudo-aléatoires dont la dispersion est très

faible. Voir l’algorithme 4 pour la méthode de tirage. Celui-ci se décompose en deux
parties :
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MAÎTRISE D’INFORMATIQUE
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– une partie initialisation (fonction HaltonInit()) qui prend comme argument
la base utilisée (un nombre premier, en général 2 ou 3) ainsi qu’une nombre
aléatoire entier (utilisé pour trouver le premier point). Elle renvoie la première
valeur.

– une partie tirage (fonction HaltonNext()) qui calcule la position du nombre
de Halton suivant Hi en fonction du précédent Hi−1.

A noter que le seul aléa de ces nombres réside dans la position du premier nombre, tous
les autres nombres sont choisis de façon complètement déterministe suivant le même
schéma de remplissage qui celui présenté dans l’exemple ci-dessus.

HaltonInit(init,base)
invbase = 1/base
f = invbase
v = 0
tant que init>0

v = v + f*mod(init,base)
init = floor(init/base)
f = f*invbase

retourner v

HaltonNext(vp,base)
r = 1 - vp - 10−10

invbase = 1/base
si (ib < r)
alors vs = vp + ib
sinon

hh = invbase
h = hh * invbase
tant que (h ≥ r)

hh = h
h = h * invbase

vs = vp + hh + h - 1.0
retourner vs

Algorithme 4: Fonctions utilisées pour la génération des nombres de Halton.

0 10.2 0.4 0.6 0.8

FIG. 1.23 – Exemple de répartition des nombres de Halton pour 150 réalisations (base=2).

Variation sur les suites de Halton : les suites de Zaremba sont contruite sur le même
modèle avec :

φb(i) = (a0 + 0 mod b).b−1 + (a1 + 1 mod b).b−2 + . . . + (ap + p mod b).b−(p+1)

Elles possèdent de meilleures propriétés de répartition.
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3.2 Génération de variables aléatoires bidimensionnelles

Les algorithmes présentés dans cette section ont pour but de générer une distribu-
tion aléatoire uniforme de n×n points dans le carré [0, 1[×[0, 1[. En plus de la méthode
uniforme, des variations de celle-ci sont présentées afin d’essayer de garantir une bonne
répartition des points dans le carré. L’utilisation d’une “bonne” répartition aléatoire
permet souvent de réduire notablement la variance du résultat dans les méthodes de
type Monte-Carlo.

Une partie des méthodes utilise la génération aléatoire uniforme de points dans
[0, 1[2 suivantes :

RandU 2D()
P = ( RandU() , RandU() )
retourner le point P

Algorithme 5: Tirage d’un point 2D avec une loi uniforme.

Chaque axe est tiré indépendamment de l’autre ce qui nous garantit bien la même
chance pour tout point du carré d’être tiré.

3.2.1 Loi uniforme

Les n2 points sont obtenus en utilisant autant de fois que nécessaire la fonction
RandU 2D() :

Uniforme 2D()
pour i = 1 à n2

Pi = RandU 2D()
retourner {Pk}k=1..n2

Algorithme 6: Tirage de n2 points avec une loi uniforme.

Le tirage de chaque point étant complètement indépendant des autres, rien n’empèche
deux tirages d’être très proches. Comme nous le disions déjà, la bonne répartition des
points sur le carré n’est assurée qu’en moyenne.

La généralisation au cube [0, 1]N est immédiate. Tirer chaque point Pi indépendamment ;
pour chaque Pi, tirer chaque coordonnées indépendamment.

3.2.2 Disque de Poisson

Cette répartition est obtenue en construisant itérativement l’ensemble des points.
Chaque point Pi est placé de façon à ce qu’il soit suffisamment loin de tous les points
{Pj}j<i déjà acceptés.
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Poisson(n)
r = 1/(n

√
2)

i = 1
Pi = RandU 2D()
tant que i < n2

Pi+1 = RandU 2D()
si distance(Pk, Pi+1) > r pour tout k ∈ {1, ..., i}
alors i = i + 1

retourner {Pi}i=1...n2

Algorithme 7: Tirage de n2 points avec une distribution “disque de Poisson”.

La valeur r garantit un bon écartement et le placement de n2 points dans le carré.
Remarque : Cette méthode est très lente15 : il est de plus en plus difficile de placer

des points aux regards de ceux déjà trouvés.

3.2.3 Jittering

La grille régulière, à savoir :

Pi,j = ( i−1/2
n

, j−1/2
n

) avec (i, j) ∈ {1, . . . , n}2

est la répartition quasi-idéale, mais elle est malheureusement déterministe. Le jittering
consiste à partir de cette grille régulière et de la perturber avec un bruit aléatoire ((voir
algorithme 8).

Jitter 2D(n,ε)
k = 1
εn = ε/2n pour i = 1 à n

pour j = 1 à n
V = RandU 2D()
Pi,j = ( i−1/2

n , j−1/2
n )

Pk = Pi,j + εn.V
k = k + 1

retourner {Pk}k=1..n2

Algorithme 8: Tirage de n2 points avec jittering.

La valeur ε est la longueur de déplacement relatif depuis le centre du pixel (0 <
ε ≤ 1). Si ε = 1/2, le point tiré s’écarte au plus à mi-distance du bord depuis le centre.
Si ε = 1, le point tiré peut être partout dans le pixel.

15Certains auteurs proposent de construire ce type de distribution à partir d’une base d’exemples
et d’opérations comme des symétries, des rotations et des collages : il convient de s’en méfier car
elles peuvent créer des dépendances entre réalisations ce qui, pour certaines utilisations, peut créer des
artéfacts. Donc, toujours comparer les résultats obtenus avec ceux du véritable disque de Poisson.
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Les déplacements depuis le centre du pixel (ε.V) étant choisis indépendamment, la
répartition obtenue perd en qualité. Elle reste néamoins meilleure qu’une loi uniforme
bidimensionnelle.

La généralisation au cube [0, 1]N est immédiate : partir de la grille régulière du
cube [0, 1]N et la perturber avec des vecteurs aléatoire uniforme de dimension N .

3.2.4 Suites de Halton

La généralisation en multidimensionnel consiste à utiliser autant de suites de Hal-
ton que de dimensions, avec pour base, les nombres premiers suivants dans l’ordre.
Par exemple, la suite de Halton en dimension 4 sur l’hypercube [0, 1]4 est obtenue avec
(φ2(.), φ3(.), φ5(.), φ7(.)).

Halton 2D(n)
xp =HaltonInit( rand(), 2)
yp =HaltonInit( rand(), 3)
P1 = (xp, yp)
pour i = 2 à n2

x =HaltonNext(xp,2)
y =HaltonNext(yp,3)
Pi = (x, y)
(xp, yp) = (x, y)

retourner {Pi}i=1..n2

Algorithme 9: Tirage de n2 points avec des suites de Halton.

Remarque : les suite de Hammersley sont construites sur le modèle des suites de
Halton en prenant comme première suite φ0(i) = i/n2, les suites suivantes
étant celles de Halton (φ2, φ3, ...). Elles améliorent sensiblement la qualité de
la répartition, mais au prix d’un déterminisme plus grand.

3.3 Comparaisons et remarques

La comparaison des différentes répartitions est présentées à la figure 1.24 :

• avec un exemple de distributions, qui permet d’évaluer visuellement la distribu-
tion obtenue, et en particulier sa répartition sur le carré.

• avec sa transformée de Fourier, qui permet de se rendre compte de la façon dont
ce type de distribution permettra de traiter l’aliasing. Un bon échantillonnage
aléatoire anti-aliasing bruite les hautes fréquences et laisse les basses fréquences
inchangées.

Par conséquent, un échantillonnage aléatoire avec :
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(a) Grille régulière. (b) Loi uniforme.

(c) Disque de poisson. (d) Jittering.

(e) Suites de Halton. (f) Suite de Hammersley.

FIG. 1.24 – Exemple des distributions : à gauche un exemple de distribution (16× 16 = 256 points) ;
à droite la transformée de Fourier sur 128 × 128 points.
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• une loi uniforme ajoute du bruit à toutes les fréquences. Il n’y aura plus d’alia-
sing, mais elle ajoute un bruit visible et génant sur les basses fréquences.

• un disque de Poisson bruite les hautes fréquences et laisse les basses fréquences
inchangées (voir sa transformée de Fourier). Le résultat est idéal pour l’aliasing.

• un jittering donne des résultats similaires aux disques de Poisson.

• une suite de Halton (ou de Hammersley) présente trop de régularité (des pics
sont nettement observables dans le domaine de Fourier). Elles sont d’ailleurs
plus utilisées dans les méthodes de quasi Monte-Carlo, que pour l’anti-aliasing.

Concluons sur quelques remarques de bon sens :
– toujours utiliser une méthode de génération de nombres aléatoires adaptée au

travail à réaliser.
– se méfier des dépendances. En particulier,

1. ne jamais utiliser plusieurs fois le même nombre aléatoire.

2. éviter d’essayer de créer de nouvelles variables aléatoires à partir d’an-
ciennes déjà utilisée même si elles ont été transformées.

L’indépendance de variables aléatoires obtenues est d’ailleurs l’un des critères
de qualité d’un générateur.

4 Évaluation aléatoire de l’intensité d’un pixel

Avant d’aborder plus directement les méthodes aléatoires d’évaluation de l’inten-
sité d’un pixel, nous faisons une brève introduction sur les méthodes de Monte-Carlo
afin de montrer pourquoi l’échantillonnage aléatoire peut remplacer l’échantillonnage
déterministe.

4.1 Les méthodes de Monte-Carlo

Sous le nom de méthode de Monte-Carlo, on regroupe un ensemble de méthodes
permettant de calculer des intégrales à partir de tirages de nombres aléatoires. Nous
utilisons ici une forme particulière de cette méthode.

Tout d’abord, rappelons la méthode élémentaire des rectangles pour évaluer une
intégrale : soit f(t) une fonction Riemann-intégrable16 définie sur un intervalle [a, b].
Soit {tni }i=1..n un échantillonnage uniforme de l’intervalle [a, b]. Alors l’approximation

16C’est-à-dire qu’elle peut être justement calculée avec la méthode des rectangles.
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à n points de l’intégrale If =
∫ b

a
f(t).dt s’écrit :

F̃n =

n∑
i=1

hn.f(tni )

où hn = b−a
n

est le pas d’échantillonnage et hn.f(tni ) est l’aire du rectangle centré en
tni , de largeur hn et de hauteur f(tni ) (voir figure 1.25). Alors, on peut montrer que :

lim
n→∞

F̃n = If

Supposons que l’on tire aléatoirement n points {T n
i } suivant une loi aléatoire uni-

forme sur l’intervalle [a, b] (cela signifie que tous les points de l’intervalle [a, b] ont
exactement la même “chance” d’être tiré). Alors, de la même façon (voir figure 1.25) :

lim
n→∞

Fn = lim
n→∞

n∑
i=1

hn.f(T n
i ) = If

La valeur hn ne change pas car c’est la “bonne largeur” de rectangle à choisir pour n
points.

(a) Intégration par la méthode des rectangles. (b) Intégration par la méthode de Monte-Carlo. La po-
sition des rectangles est maintenant tirée aléatoirement
et uniformément.

FIG. 1.25 – Principe de l’intégration par la méthode de Monte Carlo.

Une façon de comprendre intuitivement la raison pour laquelle cette méthode fonc-
tionne est la suivante. Considérons un intervalle dont la largeur est p% de la largeur
de [a, b]. Alors, si n est assez grand, pour un intervalle de cette largeur inclus n’im-
porte où dans [a, b], il récoltera à peu de chose près p% des points. Quand p est très
petit, la fonction est presque constante sur l’intervalle, et pour n assez grand, le nombre
de points tombant aléatoirement dans l’intervalle est presque le même que le nombre
de points issus d’un échantillonnage uniforme. Donc, l’évaluation conduit au même
résultat.
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Il va sans dire que Fn converge considérablement plus lentement que F̃n vers If .
Une façon d’améliorer très sensiblement la vitesse de convergence est d’adapter l’aire
des rectangles à l’espacement entre les échantillons. Si on note T n

[i] les points aléatoires
triés par ordre croissant, on peut définir l’intervalle In

i à partir des points milieux entre
T n

[i] et ses voisins :

In
i =

[
T n

[i−1] + T n
[i]

2
,
T n

[i] + T n
[i+1]

2

)

avec T n
[0] = a et T n

[n+1] = b. Alors si on note |In
i | la largeur de l’intervalle In

i , la fonction
suivante :

F̄n =
n∑

i=1

|In
i |.f(T n

i )

permet à partir des mêmes points {T n
i } d’obtenir une meilleure estimation de If grâce

à une convergence beaucoup plus rapide. En effet, la vitesse de convergence de Fn

est en O(1/
√

n, tandis que sa version pondérée F̄n est en O(1/n2). Il devient donc
rapidement très avantageux d’utiliser la version pondérée.

FIG. 1.26 – Méthode de Monte Carlo pondérée.

4.2 Utilisation d’une méthode aléatoire

Nous décrivons dans cette partie les différents bénéfices qui peuvent être tiré des
méthodes aléatoires pour évaluer l’intensité d’un pixel.

4.2.1 Comparaison de l’échantillonnage déterministe et aléatoire uniforme

Nous reprenons l’exemple du damier sur la figure 1.27,

figure (a) : elle est obtenue avec un échantillonnage déterministe uniforme classique
(une valeur par pixel). L’aliasing est observable sur les contours (crénelages) et
dans les hautes fréquences de la texture où des structures périodiques cohérentes
se forment.
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OPTION SYNTHÈSE D’IMAGES
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(a) Grille uniforme déterministe. (b) Loi aléatoire uniforme.

FIG. 1.27 – Comparaison déterministe-aléatoire dans le cas uniforme.

figure (b) elle est obtenue avec un échantillonnage aléatoire uniforme (toujours une
valeur par pixel). Les hautes fréquences de la texture se sont transformées en
bruit (structures incohérentes). En revanche, les contours (basses fréquences)
présentent désormais en plus un aspect irrégulier.
Le disque de Poisson ou le jittering (à un échantillon) donnent un résultat simi-
laire au cas aléatoire uniforme, avec des contours moins bruités car la méthode
de tirage “force” les réalisations à proximité du centre de chaque pixel.

Par conséquent, l’échantillonnage aléatoire apporte une solution à l’apparition de
l’aliasing dû aux hautes-fréquences. A l’œil, le résultat d’un bruit est en général moins
choquant qu’une structure cohérente dont on ne comprend pas le sens.

4.2.2 Comparaison du suréchantillonnage aléatoire et déterministe

Les bruits sur les contours se réduisent considérablement dès que l’on utilise le
suréchantillonnage. La réalisation d’un suréchantillonnage aléatoire sur une image
peut être réalisée de deux façons :

globalement (i.e. sur toute l’image) : l’image entiére est échantillonnée, on affecte les
individus de l’échantillon à chaque pixel après sa réalisation.
Inconvénient : rien n’assure dans ce cas qu’il y aura bien un individu par pixel
dans le cas d’un tirage uniforme ou de type disque de Poisson (l’évènement est
très probable si le facteur de suréchantillonnage n’est pas important).

localement (i.e. pixel par pixel) : on échantillonne aléatoirement et indépendanment
chaque pixel.
inconvénient : rien n’assure que la continuité de la loi aléatoire sera assurée
sur des pixels adjacents. Par exemple, pour le disque de Poisson, deux individus
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OPTION SYNTHÈSE D’IMAGES
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appartenant chacun à un pixel adjacent à l’autre peuvent se retrouver très proches
(solution : intègrer les individus déjà réalisés dans les pixels adjacents, ou forcer
une certaine distance au bord).

On notera que dans le cas du jittering, les approches globale et locale sont réalisés
en même temps (puisqu’elle est basée sur une faible perturbation de la grille uniforme
déterministe suréchantillonnée) et sans leurs inconvénients respectifs . En particulier,
le centre de chaque sous-pixel bruité reste dans son sous-pixel associé, ce qui rend
possible les méthodes de subdivision adaptative.

Avec un suréchantillonnage local, toujours sur l’exemple du damier, on obtient les
résultats présentés à la figure 1.28 :

– avec une loi uniforme, on observe nettement un effet de grain même lorsque le
suréchantillonnage est important.

– les résultats obtenus avec du jittering sont tout à fait comparable à ceux obtenu
avec un disque de Poisson.

En conclusion, le jittering permet d’obtenir de très bon résultat visuel. Elle se
trouve être (de loin) la méthode la plus utilisée.

4.2.3 Échantillonnage aléatoire pondéré

La méthode de Monte-Carlo pondérée s’obtient en deux dimensions en utilisant la
règle du plus proche voisin (voir figure 1.29). Ceci revient à subdivisiser l’espace (du
pixel) avec un diagramme de Voronoı̈ (voir Graphics Gem pour une méthode de calcul
rapide). Chaque cellule de Voronoı̈ associée à un centre contient l’ensemble des points
les plus proches de ce centre.

(a) Chaque point est tiré aléatoirement.
Les droites délimitent l’espace contrôlé par
chaque point.

(b) Le même diagramme avec en z l’intensité.

FIG. 1.29 – Adaptation de la méthode de Monte-Carlo pondéré en 2D

Curieusement, les essais réalisés ne montrent pas de gains importants en qualité
visuelle lorsque l’on utilise la version pondérée.
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CHAPITRE 1 - ÉCHANTILLONNAGE ET ANTI-ALIASING Page 49

(a) grille 2 × 2 (b) uniforme 2 × 2 (c) poisson 2 × 2 (d) jittering 2 × 2

(e) grille 3 × 3 (f) uniforme 3 × 3 (g) poisson 3 × 3 (h) jittering 3 × 3

(i) grille 5 × 5 (j) uniforme 5 × 5 (k) poisson 5 × 5 (l) jittering 5 × 5

(m) grille 8 × 8 (n) uniforme 8 × 8 (o) poisson 8 × 8 (p) jittering 8 × 8

FIG. 1.28 – Comparaison des méthodes d’échantillonnage sur l’exemple du damier. Le jittering est
obtenu avec ε = 0.6.
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MAÎTRISE D’INFORMATIQUE
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4.3 Conclusion et résumé des méthodes à utiliser pour l’évaluation
de l’intensité dans un pixel

Le jittering est donc la méthode la mieux adaptée pour l’évaluation de l’intensité
d’un pixel, et fournit des résultats comparables ou meilleurs que ceux obtenus avec les
autres méthodes.

Remarque : on prendra garde de ne jamais réutiliser le même tirage d’un sur-
échantillonnage aléatoire sur deux pixels différents. C’est l’absence totale de corrélation
entre la façon d’évaluer deux pixels distincts qui permet de remplacer l’aliasing par du
bruit.

En pratique, on fait en général toujours attention à bien séparer les sources d’alia-
sing :

– l’aliasing basse-fréquence, généralement les effets de crénelage qui peuvent
être résolu par un simple suréchantillonnage (aléatoire ou déterministe).

– l’aliasing haute-fréquence, généralement produit par les textures (problème pa-
thologique qui apparaı̂t dès que la texture n’est pas échantillonnée à la bonne
fréquence). Pour ce cas, des techniques spécifiques ont été mises au point. Elles
seront exposées dans le chapitre ?? qui traite des textures.

Il existe de nombreux autres phénomènes générant de l’aliasing dans un pixel
(groupe de petits objets observés de loin, réflexion sur une surface avec un ray-tracing
classique, objets brillants de petite taille, ...). Il est alors nécessaire d’en comprendre la
cause, de mettre en place la méthode de traitement adapté.

4.4 Complément : le flou de mouvement (motion-blur)

Si on reprend maintenant un modèle d’appareil photographique ou de caméra,
chaque photographie (ou image du film) est exposée pendant un temps donné. On
notera ∆τ le temps d’obturation. Par conséquent, lorsque l’obturateur est ouvert, l’en-
semble des mouvements qui ont lieu pendant l’intervalle ∆τ sont enregistrés sur la
même image, créant ainsi une impression de flou (voir figure 1.30).

Nous avons vu dans les sections précédentes un ensemble de techniques permettant
d’échantillonner la surface d’un pixel (son domaine spatial). Pour recréer un effet de
flou de mouvement en synthèse d’images, il va falloir également échantillonner son
domaine temporel ce qui exige (voir aussi la figure ci-dessous) :

• de découper régulièrement l’espace temporel :

ti = t0 + i.∆τ

où t0 est l’instant de référence initial et ∆τ le temps d’obturation.
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FIG. 1.30 – Exemple de photographie avec un temps d’obturation important.

• d’associer la ième image de la séquence à l’ensemble des évènements qui se
déroulent lors de l’intervalle de temps [ti, ti+1[.

• pour chaque image i, pour chacun de ses pixels, échantillonner l’espace spatial
et temporel [ti, ti+1[ du pixel.

Par ailleurs, nous savons qu’il n’est pas souhaitable d’échantillonner l’espace tem-
porel régulièrement. L’impression de voir une roue tourner à l’envers dans un film, ou
sous l’action d’un stromboscope est de l’aliasing temporel. Par conséquent, l’espace
temporel doit lui aussi être échantillonné aléatoirement.

image

ti ti+1
∆τ t

i i+1 i+2 i+3 i+4

Dans ce cas particulier, il ne s’agit pas d’échantillonner un espace 3D, mais 2D (le
pixel) plus 1D (le temps). L’échantillonnage de l’espace spatial et temporel du pixel
doit alors s’effectuer de manière stratifiée (voir figure 1.31). C’est-à-dire, pour tirer
n × n échantillons sur le pixel,

• Générer n2 instants Tj dans l’intervalle [ti, ti+1[ par la méthode du jittering (plus
précisément, Tj = ti + j.∆τ/n2 + RandU().∆τ/n2).

• Générer une permutation aléatoire S de taille n2 de manière à affecter aléatoirement
l’instant Tj à l’un des n2 sous-pixels (voir algorithme 10). L’instant TS(i) est af-
fecté au ième sous-pixel.

• Dans chacun des sous-pixels, tirer aléatoirement un point Pi.
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ti ti+1
∆τ/n

t

FIG. 1.31 – Construction de l’échantillonnage spatio-temporel stratifié d’un pixel : les échantillons sont
répartis régulièrement dans l’espace temporel, avant d’être affectés aux sous-pixels.

FIG. 1.32 – Exemple de motion blur : pour simplifier la présentation, les échantillons T j sont choisis
constant pour tous les pixels. En vertical, quatre échantillons temporels par pixel. En horizontal, le
résultat du moyennage.
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RandPermutation(n)
S = {0, 1, ..., n}
pour i = 1 à n

j =floor(n.rand()/RAND MAX)
swap(S(i),S(j))

retourner S

Algorithme 10: Génération d’une permutation aléatoire S. À la fin de cet algorithme, le
tableau S contient à sa ième position le numéro de l’indice avec lequel la permutation
doit être effectuée. La fonction swap(x,y) échange les éléments x et y.

On notera que chacun des sous pixels provient d’un instant différent, et qu’en
conséquence des objets ou même la caméra ont bougé entre ces différents instants
(attention dans ce dernier cas, la position et le repère de l’observateur dépendent du
temps). La reconstruction de la valeur du pixel à partir des valeurs calculées se fait
par moyennage (comme pour le suréchantillonnage). Un exemple graphique est donné
figure 1.32.

On rappellera pour finir que :
– l’œil accumule les informations sur des intervalles de ∆τ = 125ms (avec re-

couvrement).
– les caméras de cinéma tournent à 24 images par seconde, soit ∆τ = 41ms.
Le modèle de caméra peut encore étendu dans le chapitre ?? sur le ray-tracing

avancé avec l’utilisation de lentilles.

5 Généralisation

Si nous nous sommes limités dans ce chapitre à l’aliasing induit par la méthode de
rendu sur la grille de l’écran, il faut être conscient que celui-ci apparaı̂t également tout
au long de la chaı̂ne de création d’une image de synthèse :

– L’aliasing dans l’espace des couleurs est présenté à la section ?? (page ??).
Il résulte du fait que l’on se limite en général à 3 composantes (RVB) pour
représenter le spectre lumineux continu, ce qui engendre des erreurs de compo-
sition de couleurs.

– la facettisation d’un objet : si l’on choisit un nombre insuffisant de polygones,
l’objet ne peut pas être fidèlement reproduit. L’ombrage de Phong et de Gouraud,
ainsi que les méthodes consistant à augmenter le nombre de polygones sur les
contours sont des façons de lutter contre cet aliasing (voir chapitre ??).

– lors du rendu, le modèle de Hall (ou de Whitted) ne considère qu’un certain
nombre de directions privilégiées : l’équation d’illumination globale est sous-
échantillonnée, d’où l’incapacité du ray-tracing usuel à reproduire des phénomènes
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pourtant inclus dans l’équation d’illumination globale.
– lors d’une animation, l’espace temporel (continu) est échantillonné (calcul d’un

petit nombre d’images par seconde). Ce type d’aliasing est directement obser-
vable dans les films de cinéma (les roues qui tournent à l’envers).

L’ensemble des concepts et techniques décrits dans ce chapitre sont en général
directement utilisables pour comprendre et traiter l’aliasing dans ces différents cas.
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