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Chapitre 1

Introduction

1 Objectif

Dés qu'un pknonene, qu'il soit physique, biologique ou autre, est trop complexe ou encore trop bruit
pour acédera une description analytiqué&douchant sur une mélisation cterministe, un ensemble d’ap-
proches onété élabokes afin d’en dcrire au mieux le comportemeatpartir d’'une &rie d’observations.
Citons la reconnaissance de la parole ou de camagtmanuscrits, I'imagerie édicale ou satellitaire, la
prévision d'une grandeur climatique @tonomique, du comportement d'un client. . . la plupart des disci-
plines scientifiques sont concées. Historiquement, la Statistique s’'est beauccaeldpe autour de
ce type de prol@imes et a propésdesmocktlesincorporant d'une part desariables explicativest, d’'autre
part, une composantegatoire owbruit. Il s’agit alors destimeresparametresdu mocdtlea partir des obser-
vations. Dans la @me situation, la communauinformatique parle pldt d’apprentissageisant le néme
objectif. Apprentissage machine (machine learning) ou reconnaissance de forme (pattern recognition) en
sont les principaux mots-clefs.

2 Problematique

2.1 Supervi€ vs.non-supervie

Distinguons deux types de pra@phes : la pgsence ou non d’'une varialdexpliquerY” ou d’'uneforme
a reconndre qui aéte, conjointement ave&’, obseree sur les imes objets. Dans le premier cas il s'agit
bien d'un probéme de modlisation ou apprentissage supeévistrouver une fonctior susceptible, au
mieux selon un crérea cefinir, de reproduird” ayant obser& X .

Y =¢(X)+e¢
ou £ symbolise le bruit ou erreur de mesure avec le parti pris le plus commun que cette erreur est additive.

Dans le cas contraire, en I'absence d’'une varigbéxpliquer, il s'agit alors d’apprentissage dit non-
supervi€. Lojectif geéreralement poursuivi est la recherche d'une typologie ou taxinomie des observa-
tions : comment regrouper celles-ci en classes hameg mais les plus dissemblables entre elles. C'est un
probléme de classificatiorclustering.

Attention I'anglaisclassificationse traduit pludt en francais par discrimination ou classement (appren-
tissage superv® tandis que la recherche de classgsstering (apprentissage non-supem@jdait appel
a des néthodes de classification ascendanédrchique o des algorithmes de&allocation dynamique
(k-means) ou de cartes auto-organisatrices (Kohonen). €dwnes de classification alusteringne sont
pas aborées ici, elles onéte regrouges avec les techniques exploratoires de la grengartie (Baccini et
Besse 2000).

2.2 Modelisationvs.apprentissage

Tout au long de ce document, les termesmigklisationet d'apprentissagesont utilifes comme des
synonymes ce qui est abusif tant que les objectifs detuele n'ont pagte clairement explicés. Dans
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4 Chapitre 1. Introduction

la tradition statistique, la notion daockle est centrale surtout avec une finakixplicative Il s’agit alors
d’approcher la&alite, le vrai mockle, eventuellement béssur une thotie physiqueéconomique... sous-
jacente. Le choix du made (cf. ci-dessous) est alors gaidar des créres dajustemenet les @écisions de
validité, de pesence d'effets, bass sur detestsreposant des hypotises probabilistes. Linterpation du
role de chaque variable explicative estpondrante dans la@mnarche.

En revanche, dans un botédictifil apparat que le meilleur modle n’est pas @&cessairement celui qui
ajusterait le mieux le vrai made. La tleorie de lapprentissag€Vapnik, 1999) montre alors que le cadre
théorique est diffrent et les majorations d’erreur requierent une autre approche. Les choix &g iedes
criteres de qualk de pediction visant la recherche dmockles parcimonieuxc’esta-dire de comgxite
(nombre de paragtres ou flexibilié limité) dont I'interpétatbilitt passe au deuxine plan.

2.3 Discrimination vs.régression

Le type des variables statistiques cogséas diferent selon I'espace dans lequel elles prennent leurs
valeur. Elles peuvergtre qualitatives valeurs dans un ensemble de cardinal fini ou quantitaivedeurs
réeelles voire fonctionnelles (Besse et Cardot, 2003). Ce dernier cas est introduit en annexe par le chapitre
A. Certaines rathodes d'apprentissage ou de ralightion s’adapterd tout type de variables explicatives
tandis que d’autres sont&gali€es. Enfin, st a expliquer est qualitative, on parle de discrimination, clas-
sement ou reconnaissance de forme tandis queesit quantitative on parle, par habitude, d’'un peohé de
régression. Dans ce cas encore, certainethates sont geifiques (egression ligaire, analyse discrimi-
nante) tandis que d'autres s’adaptent sans modification profonde remettant en cause leur peseio (r
de neurones, arbres. . .).

2.4 Statistique, informatique et taille des donies

Lorsque des hypo#ses relatives au metd (linéarig) et aux distributions sontvifiees c'esta-dire,
le plus souvent, lorsquedthantillon ou lesé&sidus sont suppés suivre des lois se mettant sous la forme
d’une famille exponentielle (gaussienne, binomiale, poisson...), les techniques statistique&lifatrard
tirees du modie lincaire gnréral sont optimales et, surtout dans le catantillons de taille restreinte, il
semble difficile de faire mieux.

En revanche, & que les hypo#ses distributionnelles ne sont pasifiees, @s que les relations sup-
poses entre les variables ne sont pagdines ou encoreas que le volume des doees est important,
d’autre nethodes viennent concurrencer I'approche statistique classique.

Prenons un exemple simple : expliquer une variable quantitatipar un ensembléx! ... X7} de
variablesegalement quantitatives :

obsenees sur ugchantillon(y;, x;);i = 1, ...,n de taillen Si ¢ est suppdse liréaire ep petit, de I'ordre
d’'une dizaine ; le prol@me est bien connu et largemebdttu dans la liirature. Dans le casia) n'est

pas franchement l&rire etn grand, il est possible d’estimergmiement un nombre plus important de
paranetres et donc d’envisager des nétek plus sophistides. Si on s’en tient au metk gaussien usuel,
méme le cas le plus simple d'un med polyromial devient vite prolmatique. En effet, lorsque est
linéaire, prenong = 10, la pro@&dure de choix de made est confrortea un ensemble d2'° mockles
possibles et des algorithmes astucieux permettent encore de s’en sortir. En revanchéreropside

un simple poly@me du deux@me voire troissme dege avec toutes ses interactions,&armea consi@rer

un nombre consigrable de paragires et donc, par explosion combinatoire, un nombre astronomique de
mockles possibles. D'autresathodes doivent aloitre consiérées en prenant en compteaessairement

la complexié algorithmique des calculs. Ceci explique I'implication d’une autre discipline, I'informatique,
dans cette probBmatique. Le souci de calculabditemporte sur la éfinition mattlematique du proime

qui se rareénea l'optimisation d’un criere d'ajustement deé sur un ensemble de solutions plus ou moins
riche. Ces rathodes ont souveité cevelopgees dans un autre environnement disciplinaire : informatique,
intelligence artificielle. .. k plus proches voisinséseaux de neurones, arbres éeisionssupport vector
machinedeviennent des alternativesdibles @&s lors que le nombre d’observations est suffisant.
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2.5 Choix de nethode

Avec I'avenement dwata mining de ties nombreux articles comparent et opposent les techniques sur
des jeux de dorres publics et proposent desé&iorations incementales de certains algorithmes. égpr
une geriode fevreuse @ chacun tentait d’afficher la sugmatie de sa gthode, un consensus s'ésabli au-
tour de l'idee qu'il n'y a pas de “meilleure gthode”. Chacune est plus ou moins bien agepiu prol#me
po<, a la nature des doies ou encore aux proptes de la fonctiorp a approcher ou estimer. Sur le plan
méthodologique, il est alors important de savoir comparer dethades afin de choisir la plus pertinente.
Cette comparaison repose sur une estimation d’erreuég@tession ou de classement) qu'il estaessaire
de conduire avec soin. Un chapitfs) st consa&a ce point.

2.6 Choix de mockle : équilibre biais-variance

Tous les auteurs s’accordent pour souligner I'importance gu'ikycanstruire des maédes parcimo-
nieux quelque soit la Athode utili€e. Toutes les Bthodes sont conceras : nombre de variables ex-
plicatives, de feuilles dans un arbre ou de neurones dans une coucke.caclseuls les algorithmes de
combinaison de mades (bagging, boosting) contournent cétape au prix d’'un accroissement sensible
du volume des calculs et de I'intefdabilitt des esultats obtenus.

L'alternative est claire, plus un metk est complexe et donc plus il égre de paragtres et plus il est
capable de s’ajuster aux dares et donc d’engendrer une erreur faible d’ajustement. En revanche, un tel
mockle peut s’agrer cefaillant lorsqu’il s’agira de @voir ou gréraliser, c’est-dire de s’appliqued des
donrées qui n'ont pas particii son estimation. Exemple : discriminer dan&iRe frontére quadratique
par une egression ligaire ou par un polydme de del# plusélee.

Ce probéme s'illustre aussi facilement eagression classique. Ajouter des variables explicatives dans
un mockle ne peut queéduire I'erreur d’ajustement (I&?) et réduit le biais si le “vrai” modle est un
mockle plus complet. Mais, ajouter des variables &gjalement crive la variance des estimateurs et donc
celle des pedictions qui se @gradent rapidement avec la multic&ari€é des variables explicatives. Un
risque pour le moéle, ou erreur quadratique degpiction, s’exprimant comme le cérdu biais plus la
variance, il est important d’optimiser le dosage entre biais et variance edleotie nombre de variables
dans le modle afin de minimiser le risque. Ces remarques conduiéatEfinition de crieres de choix
de moetle dont leC, de Mallows fut un pecurseur enagression suivi par d’autres propositions : e
(AIC), Schwartz (BIC)...

Plus que celui de la &thode, le choix du bon méte ou de la bonne comple&itde celui-ci dans
une classe de athodes donges est primordial. En coaguence, les probines d’optimisation consites
doivent mettre en ceuvre un énie qui prend en compte tmplexié du moéle c’esta-dire la complex#
de I'espace dans lequel la solution est rechegch

2.7 Choix de mockle : €lectionvs.régularisation

Selon la néthode consigrée, la complexé du moele s’exprime de difrentes fagons. Simple par
sélection de variable eregression ligaire, la complexé est directementé@ea la dimension de I'espace
engendé et donc au nombre de variables. Les choses se compliquent pour ielestooh-ligaires lorsque,
a dimension fike, c’est la plus ou moins grande flexil@lides solutions qui doéitre fnalige.

C’est typiquement le cas ebgression non-paratrique ou fonctionnelle. Unegpalisation faisant in-
tervenir la norme caée de la érivee seconde coritle la flexibilite d'un lissage spline. La “largeur de
fenétre” du noyau confile également laggularie de la solution. Enégression lieaire, si le nombre et
les variables sont&termirés, la version “ridge” de laégression pnalise la norme cae du vecteur des
parangtres et restreint ainsi, paggularisation, I'espace des solutions pour limiter I'effet de la multico-
linéarié.

Enfin, pour aborder en toutergralite les situations les plus compliges, Vapnik (1999) a formaés
la théorie de I'apprentissage en introduisant une notion pamiilde dimension pour toute famille de
mockles.
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2.8 Contenu

Chaque réthode ou famille de gthodes de mdadisation et d’apprentissage parmi les plapandues,
est pesenée de facon plus ou moins succincte dans un chapitre distinct avec un objédiiftipr La
régression ligaire classique en statistique prend une place pagredlititre pedagogique. Bs anérieure
aux autres, elle donne lieu a une bibliographie abondante. Conceptuellement plus simple, elle permet d'in-
troduire plus facilement les prdihatiques rencorééies comme celle du choix d’un m&ld par ses deux
approches types : I&€kection de variable ou lagularisation rfjdge). Pour une meilleure com@hension
des logiciels qui y font largemenéf#rence, une introduction (annexe) mockle linaire geréral four-
nit le cadre tlkorique ®ecessaire I'unification des &gressions liaire, logliraire et logistique ; cette
dernkre reste toujoursés utilisee en scoring. La psentation de I'analyse discriminantecisionnelle,
parangétriqgue ou non paragtrique, lesk plus proches voisins, permet d'introduiggalement des notions
de theorie bagsienne de la&tision. Un chapitre incontournable est congamux techniques d’estimation
d’une erreur de gdiction sur lesquelles reposent les choikigtionnels dcisifs : de modle, de nethode
mais aussi Bvaluation de la @cision des@&sultats escom@s. Les chapitres suivants sont conéasraux
techniques algorithmiques : arbres binaires 8eiglon €lassification and regression treesi CART) et
a celles plus directement issues de ladtie de I'apprentissage machimagchine learniny: réseau de
neurones et perceptron, agation de moeles poosting, random foregtsupport vector machine (SVM).
Des annexes apportent des coempénts tBoriques ou rathodologiques : mddisation de donees fonc-
tionnelles, introduction au medk lingaire gréral, le bootstrap.



Chapitre 2

Regression lireaire

1 Introduction

Ce chapitre ne propose qu’une introduction au aledyaussiena sa @finition eta son estimation
en privilegiant I'objectif de pediction. Il s’attarde donc sur le prashe elicat du choix de maogle afin,
principalement, d’en introduire les grands principes pour les adapter au cagdeelssion logistique large-
ment utilie en prospection de doms. Une derire section introduit le mede d’analyse de covariance
mais de nombreux aspects : c@ari€, points influents, tests, analyse de variance, geodhultinomial
ou poissonien (magle log-lirtaire). .. sont @gligés eta rechercher dans la bibliographie déme qu’'une
présentation globale dmockle lintaire geréral incluant toutes ces approches et seulemesiimée en an-
nexe. Les statistiques des tesksmetaires sont explié@es afin de faciliter la lectures et I'integtation des
résultats issus des logiciels.

Le but premier de ce chapitre est donc I'explication ouggluta modtlisation dans un but pdictif,
d’'une variablequantitativepar plusieurs variables quantitativegdression ligaire multiple) ou par un
mélange de variables quantitatives et qualitatives (analyse de covariance).

2 Modele

Le mockle de egression ligaire multiple est I'outil statistique le plus habituellement mis en ceuvre pour
I’ étude de dones multidimensionnelles. Cas particulier de &ledinéaire, il constitue la gréralisation
naturelle de la&gression simple.

Une variable quantitativé” dite a expliquer(ou encore, &ponse, exagne, @pendante) est mise en
relation aveg variables quantitativeX!, ..., X? ditesexplicatives(ou encore de coritte, endognes,
indépendantesggresseurs).

Les doniees sont suppéss provenir de I'observation d'@thantillon statistique de tailte(n > p+1)
de RPHY)

1 J D P
L xty) i=1,.0,n.

PR i

(z

L’ écriture dumockle lintaire dans cette situation conduitsupposer que I'egpance d&” appartient
au sous-espace de"Rengende par{1,X!,... X?} ol 1 désigne le vecteur de 'Rconstitie de “1” .
C’esta-dire que legp + 1) variables &atoires erifient :
Yi :50"_515511 +52x?++/6p$§)+61 1= 1727"'7n

avec les hypothses suivantes :
i. Lese; sont des termes d’erreur, d’'une variablenon obsergs, independants et identiquement dis-
tribués ;E(e;) = 0, Var(e) = o1
ii. Les termest/ sont suppass ceterministes (facteurs cobtés)ou bien I'erreur U est incdépendante
de la distribution conjointe d& !, ..., X?. Onécrit dans ce dernier cas que :

E(Y|X', ..., XP) =By + 5 X'+ BoX?+ -+ B, XP etVar(Y|X', ..., XP) = 0%

7



8 Chapitre 2. Régression lireaire

iii. Les paramtres inconnugy, ..., 3, sont supposs constants.

iv. En option, pour letude spcifique des lois des estimateurs, une gaaig hypotBse considre la
normali& de la variable d’erreur’ (NV(0, 0%I)). Lese; sont alors i.i.d. de laiV' (0, o2).

Les dontees sont rar&es dans une matric€(n x (p + 1)) de terme @réral :c{ dont la premére
colonne contient le vectedr (z{, = 1), et dans un vectel¥ de terme @réraly;. En notant les vecteurs
e=le1---gp) €tB =[Bof - Bp], le mockle sécrit matriciellement :

y=XB+e.

3 Estimation

Conditionnellemen la connaissance des valeurs d&s les pararatres inconnus du meétk : le vec-
teur 3 eto? (parangtre de nuisance), sont eséimpar minimisation des cés descarts (M.C.) ou encore,
en supposant (iv), par maximisation de la vraisemblance (M.V.). Les estimateurs ont aldsles expres-
sions, I'hypotlese de normalkk et I'utilisation de la vraisemblance cé@nénta ces derniers des propiés
compEmentaires.

3.1 Estimation par M.C.
L'expressiona minimiser supB € R s’écrit :

n

Z(yi —Bo— 51%1 — ﬁ2x12 . ﬁpr)Q

i=1

ly — X5

= (y-XB8)(y—-XpB)
y'y —28'X'y + 3'X'X3.

Par cerivation matricielle de la deraireéquation on obtient l€sequations normales?
X'y -X'X3=0

dont la solution correspond biénun minimum car la matrice hessierzi®’X est semi éfinie-positive.

Nous faisons I'hypotbse sup@mentaire que la matrid€’X est inversible, c’esi-dire que la matrice
X est de rangp + 1) et donc qu'il n'existe pas de cobri€ entre ses colonnes. En pratique, si cette
hypottese n’est pasérifiee, il suffit de supprimer des colonnesXeet donc des variables du meld. Des
diagnostics de coliari€é et des crigres aident au choix des variables.

Alors, I'estimation des para@tres3; est donge par :
b= (X'X)"X'y
et les valeurs ajuéts (ou estires, pedites) dey ont pour expression :
¥ =Xb=X(X'X) 'X'y = Hy

ol H= X(X’X)’IX’ est appde ‘hat matriX; elle met un chapeaa y. Géonetriguement, c’est la
matrice de projection orthogonale dan§ Bur le sous-espace Vet engende par les vecteurs colonnes
deX.

On note
e=y-y=y—-Xb=(I-H)y

le vecteur desésidus ; c’est la projection desur le sous-espace orthogonal de VEJtflans R'.
3.2 Propriéetées

Les estimateurs des M.G, b, . . ., b, sont des estimateurs sans biais(b) = 3, et, parmi les esti-
mateurs sans biais fonctionséaires deg;, ils sont de variance minimum @breme de Gauss-Markov) ;
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ils sont donc “BLUE" :best linear unbiaised estimatorSous hypothse de normal, les estimateurs du
M.V. sont unifornrément meilleurs (efficaces) etiogident avec ceux des M.C.

On montre que la matrice de covariance des estimateurs se met sous la forme
E[(b-B)(b-p)]=0*(X'X)"",
celle des pedicteurs est
E[(y - XB)(y - XB)] = o’H
et celle des estimateurs dé&sidus est
Bl(e —u)((e —u))] = o*(I- H)

tandis qu’un estimateur sans biaisafeest fourni par :

o _llel® _ly-Xp|* __SSE

n—-p—1 n—-p—1 n—p-1

Ainsi, les termes?h! sont des estimations des variances déslipteursy;.
3.3 Sommes des cags

SSE est la somme des dzsrdes&sidus $um of squared errojs
SSE= [ly — 3II* = Jle|*.
On cefinit également la somme totale des éarfotal sum of squarggar
SST= |y — 91" = y'y — g’
et la somme des cds de laggressionregression sum of squangsar
SSR= ||y — y1|* = §'y — ny® = y'Hy — ng® = b'X'y — ng”.
On \erifie alors : SST= SSR+ SSE.

3.4 Coefficient de @&termination
On appellecoefficient de éterminatiorle rapport

SSR

2 _
R_SST

qui est donc la part de variation dé expliquee par le moéle de egression. Gonetriqguement, c’est un
rapport de caés de longueur de deux vecteurs. C'est donc le cosinus darfangle entre ces vecteurs :
et sa projectioly sur VectX).

Attention dans le cas exdme @ n = (p + 1), c’esta-dire si le nombre de variables explicatives est
grand comparativement au nombre d’observatidtts= 1. Ou encore, il estgométriquement facile de
voir que I'ajout de variables explicatives ne peut que fairétade coefficient de gtermination.

La quantieé R est appedecoefficient de coglation multipleentreY” et les variables explicatives, c’est
le coefficient de coflation usuel entrg et sa pediction (ou projectiony.

4 Inférences dans le cas gaussien

En principe, I'hypotlgése optionnelle (iv) de normaditdes erreurs esténessaire pour cette section. En
pratique, desésultats asymptotiques, donc valides pour de gré&ctantillons, ainsi que degudes de
simulation, montrent que cette hypétie n’est pas celle dont la violation est la plénalisante pour la
fiabilité des modles.
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4.1 Inféerence sur les coefficients

Pour chague coefficierit; on montre que la statistique

bj — B

O‘bj

ou 057, variance deb; est le jéme terme diagonal de la matrie&(X'X)~!, suit une loi de Studera
(n —p—1) degks de liberé. Cette statistique est donc uilispour tester une hypebeH, : §; = aou
pour construire un intervalle de confiance de nivéd(1 — «)% :

bj & ta/2i(n—p-1)0t,-

Attention cette statistique concerne un coefficient et ne permet pagrEinfonjointement (c§3.4)
sur d'autres coefficients car ils sont delas entre eux; de plus ell&€dend des absences o@gences des
autres variable* dans le modle. Par exemple, dans le cas particulier de deux variablest X2 trés
correlees, chaque variable, en I'absence de l'autre, peut digaevec un coefficient significativement
different de 0; mais, si les deux sonépentes dans le melkt, elles peuvent chacune appaeavec des
coefficients insignifiants.

De facgon plus grérale, sic désigne un vecteur non nul dg + 1) constanteséelles, il est possible
de tester la valeur d’une combinaisondairec’b des pararatres en consitant I'hypotlese nulleH,
c’b = a; a connu. Soudd, la statistique
cb-a

(s2¢/(X'X) " te)1/2

suit une loi de Studerit(n — p — 1) degiés de liberé.

4.2 Inférence surle moeéle

Le mockle peutétre tesk globalement. Sous 'hypadBe nulleHy : 61 = B2 = ... = 3, =0, la

statistique
SSR/p ~ MSR

SSE/(n—p—-1) MSE

suit une loi de Fisher avecet (n — p — 1) deggs de liber. Les esultats sont habituellementgsenés
dans un tableatd’analyse de la variance”sous la forme suivante :

Somme
Source de des
variation d.d.l. ; Variance F
carrés
Régression D SSR MSR=SSRY MSR/MSE
Erreur n—p-—1 SSE MSE=SSEh —p — 1)
Total n—1 SST

4.3 Inféerence sur un mocakle reduit

Le test pecedent ardnea rejeterH, dés que l'une des variablek’ est lieea Y. Il est donc d'un
interét limité. 1l est souvent plus utile de tester un ratedieduit c'esta-dire dans lequel certains coeffi-
cients,a I'exception de la constante, sont nuls contre le @@®domplet avec toutes les variables. En ayant
éventuellementiordon les variables, on congite I'hypottese nulleHy : 51 =3 = ... =5, =0,¢ <
p-

Notons respectivement SSRSSE,, k2 les sommes de cas et le coefficient de&ermination du
mockle eduita (p — g) variables. Soudly, la statistique

(SSR-SSR)/¢  (R*-R%)/q

SSE(n—p—1) (1-R?*)/(n—p—1)
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suit une loi de Fisheaiq et(n — p — 1) degés de liber.
Dans le cas particuliertog = 1 (43; = 0), la F-statistique est alors le cérde lat-statistique de
I'inf érence sur un paragtre et conduit donc au@&me test.

4.4 Prevision

Connaissant les valeurs des variabi&spour une nouvelle observationg, = [z}, 22, ..., zh] appar-
tenant au domaine dans lequel I'hypesle de ligari€ reste valide, une gvision, nokey, deY ou E(Y)
est donge par :

Uo = bo + by + -+ byah.
Les intervalles de confiance de$pisions deY et E(Y), pourunevaleurx, € R? et en posant, =
(1|bma})" € RPTL, sont respectivement

@\0 + t(x/Q;(n—p—l)s(l + V6 (XIX)_lv())l/27
@\0 + ta/2;(n—p—1)S(Vé(xlx)ilvo)l/?

4.5 Exemple

Le mockle de égression liaire n'est pas ad&ph I'explication d’'une variable binaire comme dans
le cas des doréies bancaires. Ceci est abbmhns le chapitre suivant en utilisant &gression logistique
tandis que d'autres exemples de dees sont utilises dans ce chapitre. Les prénais sont extraites de
Jobson (1991) etéatrivent les gsultats comptables de 40 entreprises du Royaume Uni.

RETCAP Return on capital employed

WCFTDT Ratio of working capital flow to total debt
LOGSALE Log to base 10 of total sales

LOGASST Log to base 10 of total assets

CURRAT Current ratio

QUIKRAT  Quick ratio

NFATAST  Ratio of net fixed assets to total assets

FATTOT Gross sixed assets to total assets

PAYOUT Payout ratio

WCFTCL Ratio of working capital flow to total current liabilities
GEARRAT  Gearing ratio (debt-equity ratio)

CAPINT Capital intensity (ratio of total sales to total assets)
INVTAST  Ratio of total inventories to total assets

Modele complet

La procedure SAS/REG est utik® dans le programme suivant. Beaucoup d’options sont actives afin de
fournir la plupart desésultats réme si certains sont redondants ou peu utiles.

options linesize=110 pagesize=30 nodate nonumber;

title;

proc reg data=sasuser.ukcompl all;

model RETCAP = WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST
NFATAST CAPINT  FATTOT  INVTAST PAYOUT QUIKRAT  CURRAT
/dw covb Influence cli cim tol vif collin R P;

output out=resout h=lev p=pred r=res student=resstu ;

run;

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
@)
Model 12 0.55868 (2) 0.04656 (5) 8.408 (7) 0.0001 (8)

Error 27 0.14951 (3) 0.00554 (6)
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C Total 39 0.70820 (4)
Root MSE 0.07441 (9) R-square 0.7889 (12)
Dep Mean 0.14275 (10) Adj R-sq 0.6951 (13)
C.V. 52.12940 (11)

Q) degés de libe de la loi de Fisher du test global
(20 SSR

(3) SSE ou éviance

(4) SST=SSE+SSR

(5) SSR/DF

(6) s> =MSE=SSE/DF est I'estimation de?

©) StatistiqueF’ du test de Fisher du mete global
8)  P(fpimn—p—1 > F); Ho estrejebe au niveau si P < a
(9) s =racine de MSE

(10) moyenne empirique de la varialdexpliqee

(11) Coefficient de variatioh00 x (9)/(10)

(12) Coefficient de éterminationR?

(13)  Coefficient de étermination ajugtR’>

Parameter Estimates

Parameter Standard T for HO: Variance
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob>|T| Tolerance Inflation
(1) (2) 3 4 () (6)

INTERCEP 1 0.188072 0.13391661 1.404 0.1716 . 0.00000000
WCFTCL 1 0.215130 0.19788455 1.087 0.2866 0.03734409  26.77799793
WCFTDT 1 0.305557 0.29736579 1.028 0.3133 0.02187972  45.70441500
GEARRAT 1 -0.040436 0.07677092 -0.527 0.6027 0.45778579 2.18442778
LOGSALE 1 0.118440 0.03611612 3.279 0.0029 0.10629382 9.40788501
LOGASST 1 -0.076960 0.04517414 -1.704 0.0999 0.21200778 4.71680805

(1) estimations des parastres(b,)

(2) écarts-types de ces estimatigrs, )

(3) statistiquel’ du test de Student d€y : b; =0

(4) P(tn—p—1 >T); Ho estrejeke au niveau si P < «
() 1- Ry, ,

(6) VIF=1/(1-Ry;)

Ces Esultats soulignent les prashes de coligari€és. De grands “VIF” sont ass@sa de grandécart-
types des estimations des pakms. D’autre part les nombreux tests de Student non significatifs montrent
gue trop de variables sontgsentes dans le mekb. Cette i@e est renfoi@e par le calcul de l'indice de
conditionnement (explicdt dans la section suivante : 8.76623/0.00125).

5 Choix de mockle

De facon un peu s@matique, on peut associer la pratique de la@liedtion statistiqua trois objectifs
qui peuvenéventuellemenitre poursuivis en compinentarié.

Descriptif ; 1l vise a rechercher de facon exploratoire les liaisons €Yitet d’autres variables, potentiel-
lement explicativesX’ qui peuventétre nombreuses afin, par exemple d'éfestionner un sous-
ensembleA cette straégie,a laquelle peuvent contribuer des Analyses en Composantes Principales,
correspond des algorithmes de recherche #gaas) moins performants ma@sonomiques en temps
de calcul sip est grand.

Attention sin est petit, et la recherche suffisamment longue avec beaucoup de variables explicatives,
il sera toujours possible de trouver un “bon” nédel expliquant ; c’est I'effet data miningdans les
modelesécononétriques appé maintenantlata snooping

Explicatif : Le deuxeme objectif est sous-tendu par une connaissanmeori du domaine concetnet
dont des &sultats thoriques peuvent voulo&tre confirngs, infirmes ou pécisgs par I'estimation
des paranatres. Dans ce cas, lessultats inérentiels pecadents permettent de construieebon test
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conduisanta la prise de @cision recherdke. Utilies hors de ce contexte, les statistiques de test
n’ont plus alors qu’une valeur indicative aleme titre que d’autres céites plus empiriques.

Prédictif : Dans le troistme cas, I'accent est mis sur la qualides estimateurs et desegdicteurs qui
doivent, par exemple, minimiser une erreur quadratique moyenne. C'est la situation re@@mtr
apprentissageCeci conduita rechercher des mebksparcimonieuxc’esta-dire avec un nombre vo-
lontairement restreint de variables explicatives. Le “meilleur” elecinsi obtenu peut donner des es-
timateurs égerement biaiss au profit d’'un compromis pour une variance plus faible. Un boremeod
n’est donc plus celui qui explique le mieux les dées au sens d'unédiance (SSE) minimale (ou
d’'un R? max) au prix d’'un nombre important de variables pouvant introduire desteolies. Le bon
mockle est celui qui conduit aux @dictions les plus fiables.

Certes, le thoeme de Gauss-Markov indique que, parmi les estimateurs sans biais, celui des moindres
cargés est de variance minimumé&bnmoins, il peuétre important de @férer un estimateuéterement
biai<t si le gain en variance est lui plus significatif. C’est tout le peot# de trouver un bogquilibre entre
biais et variance afin de minimiser un risque quadratique @digtion. Il y a principalement deux facons
de “biaiser” un modle dans le but de restreindre la variance :

e en ieduisant le nombre de variables explicatives et donc en simplifiant lelsod

e en contraignant les parames du modle, en les &trécissant §chrinkagg, en iegressiorridge qui

opere une ggularisation.

Commencons parétrire les proédures deé&lection.

5.1 Criteres

De nombreux crigres de choix de made sont pesengs dans la litrature sur laggression ligaire
multiple. Citons le crigre d’'information d’Akake (AIC), celui bayesien de SawaB(C). .. (cf. chapitreb).
lIs sontéquivalents lorsque le nombre de variateglectionner, ou niveau du mek, est fie. Le choix
du critere est dterminant lorsqu'’il s’agit de comparer des b de niveaux diffrents. Certains cetes
se rangénent, dans le cas gaussiarutilisation d’'une expressiongmalige de la fonction de vraisemblance
afin de favoriser des meétks parcimonieux. En pratique, les plus uéiu ceux gréralement fournis par
les logiciels sont les suivants.

Statistique duF' de Fisher

Ce crikere, justife dans le cas explicatif car lasur une qualé d’ajustement est aussi utéis titre
indicatif pour comparer deggquences de metes embtiés. La statistique partielle de Fisher est
(SSR-SSR)/s (R*—R)n—p—1

SSE/(n—p—1) 1— R?) q

dans laquelle I'indice désigne les expressions concernant le eeduit aveqp — ¢) variables explica-
tives. On considre alors que si I'accroisseme(it* — R?) est suffisamment grand :

q

R? - R? —_—
R i—p—1)

Fa;q,(n*pfl)’

I'ajout desq variables au mogle est justife.
R? et R? ajuseé

Le coefficient de dterminationR?> = 1-SSE/SST, directementlia la ceviance (SSE) est aussi un
indice de qual#& mais qui a la propgté d’étre monotone croissant en fonction du nombre de variables. Il
ne peut donc servir qa’comparer deux medes de rdme niveau c'esi-dire avec le l/me nombre de
variables.

En revanche, l&k? ajusé:

n—1 SSE(n—p—1)

/2
=1 SST(n—1)

- T 1—-RH=1-
1)

dans lequel le rapport SSE/SST est rem@lpar un rapport des estimations sans biais des geanfitet
ag introduit une gnalisation lee au nombre de par&tnesa estimer.
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Ce coefficient s’exprime encore par
(n — 1)MSE
SST

ainsi dans la comparaison de deux raled partageant laé&me SST, on observe qul;ié2 > R’? si et seule-
ment si MSEXMSE; ; MSE et MSE désignant respectivement I'erreur quadratique moyenne dwelmod
complet et celle d’'un magle a j variables explicatives. Maximiser Ig? ajus€ revient don@ minimiser

I'erreur quadratique moyenne.

1—

C, de Mallows

Cetindicateur est une estimation de I'erreur quadratiqgue moyennédiefion qui seécrit aussi comme
la somme d’une variance et du dad’un biais. L'erreur quadratique moyenne dédiction €crit ainsi : :

MSE(¥;) = Var(j;) + [Biais(7;)]*

puis apés sommation eeduction :

U2ZMSE% - 2X:VaryZ %Zn:BlaISyZ
=1 1=1

En supposant que les estimations du Bleccomplet sont sans biais et en utilisant des estimateurs de
Var(y;) eto?, 'expression de I'erreur quadratique moyenne totale standser s £duite) pour un mogle
aj variables explicatives 8trit :

MSE;
MSE

et cefinit la valeur duC,, de Mallows pour leg variables consigrées. Il est alors d’'usage de rechercher un
modele qui minimise leC), tout en fournissant une valeur érfeure et proche dg + 1). Ceci revienta
consicerer que le “vrai” modle complet est moins fiable qu’un mid ©duit donc biaié mais d’estimation
plus pgécise.

Cp=(n—-q-1) —[n—2(q+1)]

Akaike’s Information criterior(AIC)
A completer
PRESS de Allen

Il s’agit I'introduction historique de la validation cr@e. On @signe pafj; la prédiction dey; calcuke
sans tenir compte de f{&@me observatioty;, z;, . .., z¥), la somme des erreurs quadratiques deljation
(PRESS) estéfinie par

PRESS= " (i — §i0)’
=1
et permet de comparer les capasipedictives de deux mades. Le chapitré donne plus de&tails sur ce
type d’estimation.

5.2 Algorithmes de €lection

Lorsquep est grand, il nest pas raisonnable de penser exploreeHemoceles possibles afin de
sélectionner le “meilleur” au sens de I'un des erits ci-dessus. D#fentes strégies sont donc propess
qui doiventétre choisies en fonction de I'objectif rechegcht des moyens de calcul disponibles! Trois
types d’'algorithmes sonésunés ci-dessous par ordre croissant de temps de cacelssaire c’esi-dire
par nombre croissant de milds consiérés parmi le®P et donc par capadtcroissante d’optimaBt On
donne pour chaque algorithme l'optisalection  a utiliser dans la pramureREGde SAS.

Pasa pas

Sélection (forward ) A chaque pas, une variable est afiiu modle. C'est celle dont la valewr(“prob
value”)asso@ea la statistique partielle du test de Fisher qui compare les deuglpmeést minimum.
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La proc&dure s’aréte lorsque toutes les variables sont introduites ou lorgqreste plus grande
gu’une valeur seuil fize par éfauta0, 50.

Elimination (backward ) L'algorithme cemarre cette fois du méte completA chaquettape, la variable
assocdktea la plus grande valeyrestéliminee du modle. La proédure s’aréte lorsque les variables
restant dans le medke ont des valeurs plus petites qu’un seuil fixpar @éfauta 0, 10.

Mixte (stepwise ) Cet algorithme introduit unétape délimination de variable aps chaqueétape de
selection afin de retirer du mete d'éventuels variables qui seraient devenues moins indispensables
du fait de la pesence de celles nouvellement introduites.

Global

L'algorithme de Furnival et Wilson est utiBspour comparer tous les melds possibles en cherchant
optimiser I'un des critres :R?, R? ajus&, ouC,, de Mallows ¢square, adjrsg, cp ) choisi par I'uti-
lisateur. Par souci @conomie, cet algorithnfavite de consiérer des mogéles de certaines sous-branches de
I'arborescence dont on peut savoir a priori qu'ils ne sont pas étitifp. En ¢eréral les logiciels egcutant
cet algorithme affichent lebgst=1 ) ou les meilleurs magles de chaque niveau.

5.3 Exemple

Parmi les trois types d’algorithmes et les diffnts criéres de choix, une des fagons les plus efficaces
consisten@a choisir les options du programme ci-dessous. Tous lesl@adparmi les plus iBtessants
selon l'algorithme de Furnival et Wilson) sont corssigs. Seul le meilleur pour chaque niveau, castire
pour chaque valeys du nombre de variables explicatives sont demnll est alors facile de choisir celui
minimisant I'un des créres globaux, ou BIC ou ...).

options linesize=110 pagesize=30 nodate nonumber;

title;

proc reg data=sasuser.ukcomp2 ;

model RETCAP = WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST
NFATAST CAPINT  FATTOT  INVTAST PAYOUT QUIKRAT  CURRAT
/ selection=rsquare cp rsquare bic best=1;

run;

N = 40 Regression Models for Dependent Variable: RETCAP
R-square Adjusted C(p) BIC Variables in Model
R-square
0.1055 0.0819 78.3930 -163.26 WCFTCL
0.3406 0.3050 50.3232 -173.72 WCFTDT QUIKRAT
0.6154 0.5833 17.1815 -191.14 WCFTCL NFATAST CURRAT
0.7207 0.6888 5.7146 -199.20 WCFTDT LOGSALE NFATAST CURRAT
0.7317 0.6923 6.3047 -198.05 WCFTDT LOGSALE NFATAST QUIKRAT CURRAT
0.7483 0.7025 6.1878 -197.25 WCFTDT LOGSALE NFATAST INVTAST QUIKRAT CURRAT
0.7600 0.7075 6.6916 -195.77 WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT QUIKRAT CURRAT
0.7692 0.7097 7.5072 -193.87 WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT INVTAST QUIKRAT CURRAT
0.7760 0.7088 8.6415 -191.59 WCFTCL WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT INVTAST QUIKRAT
CURRAT
10 0.7830 0.7082 9.7448 -189.15 WCFTCL WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST FATTOT INVTAST PAYOUT
QUIKRAT CURRAT
11 0.7867 0.7029 11.2774 -186.40 WCFTCL WCFTDT LOGSALE LOGASST NFATAST CAPINT FATTOT INVTAST
PAYOUT QUIKRAT CURRAT
12 0.7888 0.6950 13.0000 -183.51 WCFTCL WCFTDT GEARRAT LOGSALE LOGASST NFATAST CAPINT FATTOT
INVTAST PAYOUT QUIKRAT CURRAT

©CONOANWNRP D

Dans cet examplg}, et BIC se comportent de la&me fagon. Avec peu de variables, le ratmlest
trop biais. lls atteignent un minimum pour un melda 4 variables explicatives puis croissent de nouveau
selon la prentdre bissectrice. La maximisation de? ajusé conduiraita une solution beaucoup moins
parcimonieuse. On note par ailleurs que I'algorithme remplace WCFTCL par WCFTDT. Un algorithme par
sélection ne peut pas aboudida solution optimale retenue.
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5.4 Choix de mockle par régularisation

L'autre straégie qui cherch@ conserver 'ensemble ou tout du moins la plupart des variables explica-
tives pose un prokime demulticolinéarité. Il est 'esolu par une pra@&zure de&gularisation.

Probleme

L'estimation des paragtires ainsi que celle de leacart-type (standard erroreessite le calcul expli-
cite de la matricg X’X)~!. Dans le cas ditmal conditioni ot le déterminant de la matricX'X n’est
que Egerement diférent ded, les Esultats conduirorit des estimateurs de variances importantesseten
éventuellementa des prolmes de g@cision nunérique. Il s'agit donc de diagnostiquer ces situations
critiques puis d'y reradier. Dans les cas descriptif ouegictif on supprime des variablésl'aide des
procedures de choix de mete mais, pour un objectif explicatifaicessitant toutes les variables, d’autres
solutions doivengtre envisages : algorithme deésolution de€quations normales par transformations
orthogonales (pramureorthoreg de SAS) sans calcul explicite de I'inverse pour limiter les peaiés
numeriques, egression bia&e (ridge), égression sur composantes principales.

VIF

La plupart des logiciels proposent des diagnostics de &afi. Le plus classique est facteur d'in-
flation de la variancéVIF)
1

Vi=1+—2
1—Rj

ou Rf désigne le coefficient deédermination de laagression de la variabl&’ sur les autres variables
explicatives ;R; est alors un coefficient de céfation multiple, c’est le cosinus de I'angle dan$ Entre

X7 et le sous-espace vectoriel engeéngar les variable§ X!, ..., X7=1 X+t XP} Plus X7 est

“lin éairement” proche de ces variables et giysest proche de 1; on montre alors que la variance de I'esti-
mateur deg; est d’autant pluéle\ée.évidemment, cette variance est minimum lorsgifeest orthogonal

au sous-espace engeaghar les autres variables.

Conditionnement

De fagon classique, les qu&it nunériques de l'inversion d’une matrice sont quaggf par somn-
dice de conditionnemen®n note), ..., \, les valeurs propres de la matrice des étionsR rangtes
par ordre écroissant. Le eterminant deR estégal au produit des valeurs propres. Ainsi, des pnolas
numériques, ou de variances excessives apparaisesmjLet les derares valeurs propres sont relativement
trop petites. Lindice de conditionnemeest le rapport

KJ:>\1/>\p

de la plus grande sur la plus petite valeur propre.

En pratique, sk < 100 on consi@re qu'il n'y a pas de probme. Celui-ci devient&sgre pours >
1000. Cet indice de conditionnement donne un aperc¢u global desgmelsl de coligarie tandis que les
VIF, les tokrances ou encoresfude des vecteurs propres aséseiu plus petites valeurs propres permettent
d’identifier les variables les plus prd@shatiques.

Régressiorridge

Ayant diagnostigé un probéme mal condition& mais @sirant conserver toutes les variables, il est
possible d'ardliorer les propites nunériques et la variance des estimations en camaitt un estimateur
Iégerement biais des paragtres. L'estimateurridge’ est donré par

br = (X'X + k)" ' X'y,

qui a pour effet de @caler de la valeuk toutes les valeurs propres de la matrdcaverser et, plus par-
ticuliérement, les plus petites qui &#nt la coligarié. On montre que cela revient encérestimer le
mockle par les moindres cé@s sous la contrainte que la norme du vectgtides pararmtres ne soit pas

1En pratique, la contrainte ne s’applique pas au terme conSgamiais seulement aux coefficients du rated
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FiG. 2.1 —Evolution des paragtres de la égressiorridge en fonction du paraitre de Egularisation.

trop grande :
N . _ 2 2
by = argmin {|ly — X8| ¢ 8] <}

C’est encore, en introduisant un multiplicateur de Lagrange dans lespnetile minimisation, un praiine
de moindres caés enali€s :

br = argmﬁin{Hy —XBI” + MIBII°}-

Cela revienta penaliser la norme de I'estimateur pour éuper les coefficients d’exploser et donc pour
limiter la variance. On parle aussi d’estimat@uétrécisseur ghrinkagg. Comme dans tout probine de
régularisation, il est @cessaire de fixer la valeur du pakstne ) ; la validation croige peugétre utiliea
cette fin mais la lecture du graphique (cf. fig@d) montrant Ievolution des paragtres en fonction du
coefficient ridge est souvent suffisante. La valeur est choisie au pwilst decroissance des paratres
devient faible et quasi-liaire. Une autre versiofaésg de gression biaée est obtenue en utilisant la
norme en valeur absolue pougfair la contrainte sur les paratres.

Régression sur composantes principales

L'Analyse en Composantes Principales est, entre autres, la recherghlariibles dites principales qui
sont des combinaisons &aires des variables initiales de variance maximale sous une contrainte d’orthogo-
nalité (cf. Baccini et Besse (2000) pour desalls). En @signant paV la matrice des vecteurs propres de
la matrice des coélationsR. ranggs dans I'ordre &lcroissant des valeurs propres, les valeurs prises par ces
variables principales sont obtenues dans la matrice des composantes principales

C=X-1x)V.

Elles ont chacune pour variance la valeur propyeassocee. Le sous-espace engenghar ces variables
principales est le #Bme que celui engen@par les variables initiales. Il est doreagretriquemenéquivalent
de regressel” sur les colonnes d€ que sur celles dX. Les probémes de coligari€ sont alors&solus en
supprimant les variables principales de plus faibles variances@'dse assoées aux plus petites valeurs
propres ou encore ené&sutant un algorithme de choix de nédel sur les composantes.

La solution obtenue gisente ainsi de meilleures quasitpédictives mais, les coefficients de &mression
s’appliquant aux composantes principales, un calcul cemehtaire estécessaire afin évaluer et d'in-
terpieter les effets de chacune des variables initiales.

Régression PLS

Une dermére approche est largement uglésafin de pourvoir traiter les situations avec une forte mul-
ticolinéarié et neme, lorsque le nombre d’observations estiiigur au nombre de @dicteurs. Il s’agit de
la regression PLSp@artial least square Comme pour la&gression sur composantes principales, celle-ci
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est cecompoée sur une base orthogonale contraiteartir de combinaisons Eaires des variables expli-
catives cenfes eduites mais la construction de cette basgathd de la coelation des prdicteurs avet’.

Il s’agit d’une cemarche irative.A chaqueétape, est recherék la combinaison ligaire orthogonales aux
solutions pecedentes et la plusdea la variablea expliquer. La prengéreétape est obtenue par kgression
deY sur chacune des variables explicatives.

ALGORITHME 2.1 : Régression PLS
e Initialisation Les variablesX’ sont centees et eduites,
onposey” = 17etz!” =2;;j=1,...,p.
e Pour m =1 ap Faire
- Zm = 25:1 Oém7w§m71) : aveCamJ — <w§_7n71),y> .
- 0m - <Zm»y> /<Zm,Zm> .
— @(m) — @(m_l) + emzm-
— Orthogonalisation mgm) = wg_mq) - {<az§m71),zm> / (Zms Zm) } Zmyj=1,...,p.
e Fin pour
e Le résulat es@(q) apres un choix den = ¢ composantes. Les coefficients sur les variables explica-
tives initiales sont dor#s par :57° = S| ay;0).

6 Complements

6.1 Modeles curvilineéaires

En cas d'invalidation de I'hypottse de ligari€, il peutétre ineressant de congider des moeles
polyndmiaux, tes classiques pougédrire des panonenes physiques, de la forme

Y =0+ +3X + o oy XX 45X

qui sont encore appes surfaces de @ponseen plannification exgrimentale. Ces mades sont facilea
étudier dans le cadre ®aire, il suffit d'ajouter des nouvelles variables conétisl des produits ou des
cariés des variables explicatives initiales. Les choixésgnce ou non d’une interaction entre deux va-
riables, pésence ou non d'un terme quadratique se traitent alors ave@legsoutils que ceux des choix
de variable mais en iagrant une contrainte lors de la lecture desuttats : ne pas congicer des moeles
incluant des termes quadratiques dont les composasiles auraieréte exclus ou encore, ne pas sup-
primer d’'un moele une variable d’'un effet leire si elle intervient dans un terme quadratique.

La procdurersreg de SAS est plus particéiement adape aux modles quadratiques. Elle ne com-
porte pas de pra@xlure de choix de méde mais fournit des aides et diagnostics sur I'ajustement de la
surface ainsi que sur la recherche des points optimaux.

Attention :Ce type de moéle accrit consicerablement les risques de c@arig, il est peu recommasad
de consiérer des termes cubiques.

6.2 Influence, sidus, validation

Avant toute tentative de métisation complexe, il est ingratif d’avoir conduit des analyses uni et bi-
variées afin d’identifier des pradines sur les distributions de chacune des variables : ditggnvaleurs
atypiques (outliers) ou sur les liaisons des variables prises deux par deux : @améirCes peliminaires
acquis, des aides ou diagnostics asse&ila ilegression ligaire multiple permettent dectecter des viola-
tions d’hypotleses (homoslasticig, lingéari€) ou des points influents dans ce contexte multidimensionnel
(cf. figure2.2).

Points influents

Comme toute rathode quadratique, I'estimation des pagames est &s sensibl@ la pésence de points
extremes susceptibles de perturber gravemenélgsltats. Une observation estluentesur les paramtres
d’une egression sia la fois,
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o elle estéloigrée du barycentre, et ce dans la direction d'un vecteur propre assooe petite valeur
propre (effet levier),
e elle provoque un grandsidu.
L'observation de la diagonale de la matriffle(hat matrix) Evele un effet levier potentiel tandis que I'ana-
lyse des esidusstudenti§spointe ceux susceptibles de poser des gnolels (valeur absolue plus grande
que 2).

Les deux diagnostics edents sont combés dans des mesures syétthues propdses par diftrents
auteurs. La plus utilee est la distance dgook

= GG = | ]

TRy YOIV TYO T D)
qui quantifie 'influence de l&-eme observation surdtart entre le @dicteury et le pedicteury ;) calcuk
sans cettééme observation. On conclatune influence de I'observatigiorsque la valeur dé&; dépasse
1.

Tous ces critres sont illusis dans les graphiques de la figar2 Les tableaux ci-dessous fournis pas
SAS illustrent ces quanés sur I'exemple des doaas comptables.

Dep Var Predict Std Err Lower95 Upper95 Lower95 Upper95 Std Err Student
Obs RETCAP Value  Predict Mean Mean Predict  Predict Residual Residual Residual
@) @ 3 4 (5) (6) ) (8) ©) (10)
1 0.2600 0.2716 0.053 0.1625 0.3808 0.0839 0.4593 -0.0116 0.052 -0.223
2 0.5700 0.3690 0.039 0.2882 0.4497 0.1962 0.5417 0.2010 0.063 3.183
3 0.0900 0.00897 0.063 -0.1205 0.1385 -0.1912 0.2092 0.0810 0.039 2.055
4 0.3200 0.2335 0.021 0.1903 0.2768 0.0748 0.3922 0.0865 0.071 1.212
5 0.1700 0.1164 0.046 0.0215 0.2113 -0.0634 0.2961 0.0536 0.058 0.920
Cook’s Hat Diag Cov INTERCEP WCFTCL WCFTDT
Obs -2-1-012 D Rstudent H Ratio Dffits Dfbetas Dfbetas Dfbetas
(11) 12) (13) (14) (15) (15) (15) (15) (15)
1 | | | 0.004 -0.2194 0.5109 3.2603 -0.2242 0.0299 0.0632 -0.0911
2 | [******| 0.302 3.9515 0.2795 0.0050 2.4611 0.9316 -0.3621 0.3705
3 | [**** | 0.832 2.1955 0.7192 0.6375 3.5134 0.5543 2.1916 -2.0241
4 | [** | 0.010 1.2228 0.0803 0.8585 0.3613 -0.0132 -0.0835 0.1207
5 | [* | 0.041 0.9175 0.3864 1.7591 0.7280 -0.0386 0.0906 0.0060
1) variablea expliquery;
)] valeur ajustey;
3 écart-type de cette estimatigy
(4)et(5) Intervalle de confiance pour I'estimation Eéy; )
(6) et (7) Intervalle de confiance pour I'estimationyle
(8) résidus calcuse;
9) écarts-types de ces estimations
(10) residus standardés (ou studentés internesy;
(11) reerage graphique dessidus standardés :x = 0.5.
(12) Distance de Cook
(13) residus studentEs (externes);
(24) Termes diagonaux de la matrice chapEBu
(15) autres indicateurs d'influence
Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 0.1495 (SSE)
Predicted Resid SS (Press) 1.0190 (PRESS)

Régression partielle

Un mockle de égression multiple est une technidiretaire |l est raisonnable de s'interroger sur la
pertinence du caragte lintaire de la contribution d’'une variable explicativEajustement du magle. Ceci
peutétre Eali® en consiérant uneégression partielle

On calcule alors dewégressions :
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FiG. 2.2 —Graphe des &sidus studentes, de la diagonale de la matridd et de la distance de Cook en
fonction des valeurs gdites.
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FiG. 2.3 —Graphe des valeurs obsé&mws en fonction des valeurséglites et droite de Henri deg€sidus
(normal qg-plot).

e larégression d& surles variablex!, ..., X7~ X7+ . . XP dans laquelle lzéme variable est
omise, soitr,(; le vecteur desasidus obtenus.

e Larégression d& sur les variable(!, ..., X7~! Xi+!  XP. Soitr,; le vecteur desasidus
obtenus.

La comparaison de$sidus par un graphe (nuage de poinfs) x r,(;)) permet alors de repsenter la
nature de la liaison entr&7 etY conditionnellemenaux autres variables explicatives du reted

Graphes

Diff érents graphiques permettent finalement de &tetrle bien foné des hypotbses de ligarig,

d’homoseédasticié, éventuellement de normaites esidus.

e Le premier considre le nuage de points dessidus student&s croigs avec les valeursguites. Les
points doiventttre unifornement epartis entre les bornes2 et +2 et ne pas @senter de formes
suspectes (cf. figur.2).

e Le deuxime croise les valeurs obsées deY” avec les valeurs pdites. Il illustre le coefficient de
déeterminationR qui est aussi la cogtation lireaire simple entrg ety. Les points doivent s’aligner
autour de la prengire bissectrice. Il pewtre compdte par I'intervalle de confiance dgsou celui de
leurs moyennes. (cf. figuiz3).

e La qualig, en terme de lipari€, de I'apport de chaque variable éstidée par desagressions par-
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tielles. Chaque graphe désidus peuétre compdte par une estimation fonctionnelle cegression
non-parargtrique (loess, noyau, spline) afin d’en faéilia lecture.

e Le dernier trace la droite de Henri (Normal QQplot) désidus dont le cara&te lintaire de la
representation donne uneéd de la normalé de la distribution. (cf. figurg.3

7 Analyse de variancea un facteur

7.1 Introduction

Les techniques dites @halyse de varianceont des outils entrant dans le cadééral du moéle
linéaire et @ une variable quantitative est expl&gipar une ou plusieurs variables qualitatives. L'objec-
tif essentiel est alors de comparer les moyennes empiriques de la variable quantitativéesbperwr
différentes cé&gories d'uniés statistiques. Ces églories sontéfinies par I'observation des variables qua-
litatives oufacteursprenant diferentes modaf#s ou encore de variables quantitativesal@es en classes
ou niveaux Une combinaison de niveaukfihit unecellule, groupeou traitement

Il s’agit donc de savoir si un facteur ou une combinaison de facteuesgctior) a uneffetsur la variable
guantitative en vue, par exemple, det@fminer des conditions optimales de production ou de fabrication,
une dose optimale deédicaments. ... Ces techniques apparaissent aussi comme des cas particuliers de
la régression lieaire multiple en associaatchaque modakt unevariable indicatrice(dummy variable)
et en cherchard expliquer une variable quantitative par ces variables indicatrices. L'appellation “analyse
de variance” vient de ce que les tests statistiques sitig ur des comparaisons de sommes dé&sale
variations.

L'analyse de variance est souvent uékspour analyser des dares issue d’unglanification exgrimentale
au cours de laquelle I'exgsimentateur a la possibiitde contbler a priori les niveaux des facteurs avec
pour objectif d’obtenir le maximum de @cision au moindre @d. Ceci conduit en particuliex construire
des facteurs orthogonaux deaixieux (variables explicatives nonéiamirement coélées) afin de minimiser
la variance des estimateurs. On distingue le cas particulier importidasaellules ont le Bme effectif,
on parle alors dplan orthogonalou équirepéete ou équilibré (balanced), qui condué des simplifications
importantes de I'analyse de variance assecOn appelle placompletun dispositif dans lequel toutes les
combinaisons de niveaux odE exgerimengées. On distingue entre des nédak fixes, @atoires ou mixtes
selon le caraétre ceterministe (conflé) ou non des facteurs par exemple si les maeakisultent d’'un
choix akatoire parmi un grand nombre de possibles. Dans cette courte introduction seulzle fixed
un facteur est consagé.

L'analyse de varianca un facteur est un cas particulieétlide de relations entre deux variables statis-
tiques : une quantitativ admettant une dengitet une qualitativ& ou facteur qui engendre une partition
ou classification de &chantillon en/ groupes, cellules ou classes irelis payj. L'objectif est de comparer
les distributions d&” pour chacune des classes en particulier les valeurs des moyennes et variances. Un
préalable descriptif consiste réaliser un graphique constitule diagrammes boites pagdis : une pour
chaque modalit. Cette regrsentation donne une presmg appéciation de la comparaison des distributions
(moyenne, variance) internaschaque groupe. Lesagificites de la planification d’eXgrience ne sont pas
aborcees dans ce coursé@sur la fouille de donges pour laguelle les dogaes sont justementégelablement
fournies. Les plans d'exgsience sont surtout utis en milieu industriel : coritte de qualié, optimisation
des processus de production, ou en agronomie poétdat®n de vaétes, la comparaison d’engrais, d'in-
secticides. ... La bibliographie est abondante sur ce sujet.

7.2 Modele

Pour chaque niveajide X, on observe:; valeursy,;, ..., y,,; de la variableY” et din = Z}-le n;
(n > J) est la taille de Echantillon. On suppose cqul’intérieur de chaque cellule, les observations sont
indépendantegquidistribi&es de moyenne; et de variancdaomo@neo—j? = 02. Ceci sécrit :

Yij = M5 + Eij

ou lese;; sonti.i.d. suivant une loi ceréte de variance? qui sera supp@&e (0, %) pour la construction
des tests. Cette degte hypotse nétant pas la plus sensible. Les @smces:; ainsi que le paragtre de
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nuisancer? sont les paragtres inconnua estimer.
On note respectivement :

1 &
yj; = *Zyij,
nj

=1

1 &
2 _ — \2
§ = o 2w = 04)"

=1
1L

o= 1S,

i=1 j=1

les moyennes et variances empiriques de chaque cellule, la moyemngralg de [echantillon.
Les pararatresy:; sont estings sans biais par les moyenmeset comme le mogle sécrit alors :
Yij = Y5+ Wiz — Y.5),
I'estimation des erreurs est; = (y;; — §.;) tandis que les valeurséuites song;; = ;.
Sous I'hypotiese d’homogreité des variances, la meilleure estimation sans biais?cest

J n; —
&2 — Zj:l > il (Yij — y.j)2 _ 1
n—J n—J

[(n =)t + -+ (ny = 1)s7]

qui s’écrit donc comme une moyenne perék des variances empiriques de chaque groupe.

Notonsy le vecteur des observatiof;|i = 1,n,;j = 1, J]' mis en colonneg = [¢;;|i = 1,n;;j =
1, J]" le vecteur des erreurs; les variables indicatrices des niveaud éa colonne de 1s. L&&meélement
d’une variable indicatrice (dummy variablg) prend la valeur 1 si laéme observatiop; est assoée au
jeme et 0 sinon.

Comme dans le cas de lagression lidaire multiple, le moéle consistex écrire que I'esprance de
la variableY appartient au sous-espaceélaire engendr par les variables explicatives, ici les variables
indicatrices :

y =001+ 5111+ + 851, +e€.

La matriceX alors construite n’est pas de plein rang- 1 mais de rang. La matriceX’X n’est pas
inversible et le modle admet une infinet de solutions. Nous disons que les paktes3; ne sont pas
estimablesou identifiables. En revanche, certaines fonctions (combinaiso@ailés) de ces paraties
sont estimables et apjgeiscontrastes

Dans le cas du made d’analyse de varian@un facteur, la solution la plus simple adéptconsist&
consicerer un sous-ensemble des indicatrices ou de combinaisons des indicatrices engenéraetdeuns-
espace de fagcoh aboutira une matrice inversible. Ceci condaitonsi@rer differents modles assoéisa
diff érentegaranetrisation Attention les parargtresg; ainsi que la matric& prennent chaque fois des
significations diférentes.

Un premier moéle (cell means model) &trit comme celui d’'uneégression lidaire multiple sans

terme constant ave@ = [ug, ..., us]’ le vecteur des paragires :
y = bli+--+p58,1,+e
y = XpB+e.

Les calculs se @sentent simplement mais les testsallant de ce made conduiraiend étudier la nullie
des pararatres alors que nous sommesigsss par tester €galie des moyennes.

Une autre paraétrisation, consiérant cette fois le vecteut = [y, 1 — pog, - - -, ty—1 — g5}’ conduit
aécrire le moeéle (base cell model) dégression avec terme constant :

y=001+p/11+ - +08;211;-1+€.
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C'est celle de SAS alors que d'autres logiciels coasiat des paragétres d'effet diferentiel.; — .. par rap-
portal'effet moyenu = 1/J Z}-]:1 ;. Ce dernier est encore un rmd (group effect model) dégression
linéaire avec terme constant mais dont les variables explicatives sont éesrtdiffs d’indicatrices et avec

B=1lw,pr—pyeeespg1—pl:

y=01+5(11—15)+ -+ F;-1(1j-1—15) + €.

7.3 Test

On désigne les diffrentes sommes des d@&srdes variations par :

J nj J nj
SST = ZZ(%J‘—?}..)Z ZZnyj — ng>,

j=1i=1 j=1i=1
J ny J nj J
SSW = > > (wis—95)* =D D vy — > mib
j=11i=1 j=1i=1 j=1

J J
SSB = > n;(5,;—5.)% =Y n;i; —ni’,
j=1 j=1

ou “T” signifie totale, “W” (within) intra ou Esiduelle, “B” (between) inter ou explige par la partition. Il
est facile de @rifier que SSESSB+SSW.

On consiére alors I'hypotbse
Ho sy == py,
qui revienta dire que la moyenne est igpendante du niveau ou encore que le facteur n’a pas d’effet, contre
I'hypothese
Hy :3(5. k) tel quep; # pu

qui revienta reconndre un effet ou une influence du facteur sur la variable

Dans les modles pecedents, letude de cette hypodise revienk comparer par un test de Fisher un
mockle complet (les moyennes sont difntes) avec un mete eduit supposant la nulétdes paragtres
B; et donc légali€é des moyennes celle de la dergire cellule owa la moyenne grérale.

Les iesultats Bcessairea la construction du test qui erecbule sont&sunés dans la table d’analyse
de la variance :

Source de Somme

variation d.d.l. descarés Variance F
Modele (inter) J —1 SSB MSB=SSB/J — 1) MSB/MSW
Erreur (intra) n—J SSw MSW=SSW — J)

Total n—1 SST

Pratiquement, un programme dggression usuel permet de construire estimation et test de l&mldbp,
sauf pour le premier made qui doit tester Bgali€ au lieu de la nullé des paragtres.

Dans le cas de deux clasges= 2) on retrouve un teftquivalent au test de Student de comparaison
des moyennes de dewdchantillons inépendants. Si I'hypottse nulle est rejég, la question suivante
consistea rechercher quelles sont les groupes ou cellules quiedess des moyennes significativement
differentes. De nombreux tests et grdures onéte propogs dans la litrature pour @pondrea cette
question. Enfin, I'hypotlse importante du mete induit par I'analyse de variance est 'hongogité des
variances de chaque groupe. Conjointengebé¢stimation du moéle et en supposant la normaéliil peut
étre instructif de conéiler cette homogreité par un test.
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8 Analyse de covariance

L' analyse de covariancse situe encore dans le cadiengral du moeéle linéaire et & une variable
quantitative est expligee par plusieurs variablgsla fois quantitatives et qualitatives. Dans les cas les
plus complexes, ont peut avoir plusieurs facteurs (variables qualitatives) avec une struct@e cwois
hiérarchique ainsi que plusieurs variables quantitatives intervenant demnéingaire ou polydmiale. Le
principe ¢geréral, dans un but explicatif oledisionnel, est toujours d’estimer des rates ‘intra-groupes
et de faire appaftie (tester) des effets dédfentiels fnter-groupes des paramtres deséagressions. Ainsi,
dans le cas plus simplelicseulement une variable parmi les explicatives est quantitative, nous sommes
amerésa tester I'tfeterogereéité des constantes et celle des pentes (interaction) enteeedité modles de
régression ligaire.

Ce type de motle permet donc, toujours avec un objectiégictif, de s’'ineresser la modlisation
d’une variable quantitative par un ensemble de variables explicatileefois quantitatives et qualitatives.
La possible prise en compte d’interactions complique siegeinent la proedure de 8lection de variables.

8.1 Modele

Le mockle est explicié dans le caglementaire @ une variable quantitativE est expliq&e par une
variable qualitativel” a J niveaux et une variable quantitative, aggkncore covariablel. Pour chaque
niveauj deT’, on observe:; valeurszy, ..., r,,; de X etn; valeursy;,...,y,,; deY ;n = Z;.]:l n;
est la taille de echantillon.

En pratique, avant de lancer une pedare de moélisation et tests, unettharche exploratoire s’'ap-
puyant sur une repsentation en couleur (une par modalitde T) du nuage de points croisaritet X
et associant les droites degression permet de se faire unéadsur les effets respectifs des variables :
paralElisme des droitegtirement, imbrication des sous-nuages.

On suppose que les moyennes conditionneli€s |7, c’esta-dire calcuéesa l'intérieur de chaque
cellule, sont dans le sous-espace vectoriel engepair les variables explicatives quantitatives XciCeci
s'écrit :

ol lese;; sonti.i.d. suivant une loi ceréie de variance? qui sera supp@&e\ (0, o%) pour la construction
des tests.

Notonsy le vecteur des observatiofis;|i = 1,n;;j = 1, J]’ mis en colonnex le vecteur[z;;|i =
1,nj;5 = 1,J, e = [g]i = 1,n;;5 = 1,J] le vecteur des erreurd, les variables indicatrices des
niveaux etl la colonne de 1s. On note encotd ; le produit termex terme des deux vecteurs, c'estlire
le vecteur contenant les observationsXisur les individus prenant le nivegue T et des &ros ailleurs.

La résolution simulta@e des/ mockles de &gression est alors obtenue en coasdt globalement le
mockle :

y=XB+e
dans lequekK est la matrice: x 2.J constitlee des blocfl ;|x.1;] ;5 = 1,..., J. L'estimation de ce ma&le
global conduit, par bloc estimer les magles de egression dans chacune des cellules.
Comme pour I'analyse de variance, les logiciel&@mt une repara@trisation faisant appditee des

effets differentiels par rapport au dernier niveau (SAS/GLM, SAS/INSIGHT) ou par ragpart effet
moyen (Systat), afin d’obtenir directement les bonnes hysath dans les tests. Ainsi, dans le premier cas,
on consiére la matrice de &me rang (sans ldeme indicatrice)

X = [1|X|11| s |1J71|X.11| tee ‘X.].J,l]
assocke aux modles :

Yij = Pos + (Boj — Bor) + Brgxsj + (B — Bur)zij +ei5; j=1,...,J=-Li=1,...,n;.
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8.2 Tests

Diff érentes hypo#ses sont alors té&sts en comparant le mélé complet

y =001 4+ (Bor—PBos)li+ -+ (Bos—1 — Bos)lj—1+ frox +
+ Pu-bLu)xli+-+ By —f)xli1+e

a chacun des mades eduits :

() y = Bos1+ (Bor — Bos)l1 + -+ (Bos—1 — Bos)li—1 + frsx+ €
(44) y = Bos1+ (Bor — Bos)l1 + -+ (Bos—1 — Bos)ls—1 +
+(Bry — Brr)x i+ + (Brg—1 — Pr)x 11 +€
(iii) y = Bosl+ Bisx+ (B — Br)x i+ -+ (Brs-1 — Bry)x1y1 +¢€
par un test de Fisher. Ceci revientonsi@rer les hypotases suivantes :

e Hj:pas d'interactiong;; = --- = (14, les droites partagent lagme pentes; ;,
o Hy' : 1,0,
o HY" :Bo1 = --- = Poy, les droites partagent laégme constanta l'origine 5y ;.

On commence donc p&valuer i), si le test n’est pas significatif, on regarde ii) qui, s'il n’est pas non
plus significatif, conduia I'absence d’effet de la variabl€. De nméme, toujours si i) n’est pas significatif,
on s'interessax iii) pour juger de I'effet du facteur'.

8.3 Choix de moctle

Ce cadre thorique et les outils informatiques (SAS/GLM) permettent de c@nsicles moeles beau-
coup plus complexes incluant plusieurs facteurs, plusieurs variables quantitatives, voire démpslige
celles-ci, ainsi que les diverses interactions entre qualitatives et quantitatives. Le choix du “ba@ié mod
devient vite complexe d'autant que la ségie epend, comme pour la&gression ligaire multiple, de
I'objectif visé :
descriptif : des outils multidimensionnels descriptifs (ACP, AFD, AFCM...) g@nt souvent plus ef-

ficaces pour @ectionner, en prerare approche, un sous-ensemble de variables explicatives avant
d’opérer une moélisation,

explicatif : de la prudence est requise d’'autant que les hysath ne peuveritre évallees de fagon
indépendante surtout si, en plus, des cellules sesiqlilibrées ou vides,

prédictif : larecherche d’un mase efficace, donc parcimonieux, peut condairégliger des interactions
ou effets principaux lorsqu’une faible @foration duR? le justifie et néme si le test correspon-
dant apparia comme significatif. L'utilisation duC, est tleoriquement possible mais eérgral ce
critere n'est pas calcélet d’utilisation @licate car gcessite la cons@tation d’un “vrai” moatle de
reference ou tout du moins d'un méle de faible biais pour obtenir une estimation raisonnable de
la variance de I'erreur. En revanche AIC et PRESS donnent des indications plus pertinentes. L'algo-
rithme de recherche descendant est le plus courammené wtiler la contrainte suivantein effet
principal n’est suppriré qua la condition qu’il n’apparaisse plus dans une interaction

8.4 Exemple

Les donmes, extraites de Jobson (1991), sont issues cdBtude marketing visar#t étudier I'impact
de differentes campagnes publicitaires sur les ventes dereliffs aliments. Ugchantillon ou “panel” de
familles aéte constité en tenant compte du lieu d’habitation ainsi que de la constitution de la famille.
Chague semaine, chacune de ces familles ont rempli un questionéarieadt les achat€ali€s. Nous
nous limitons icia I'etude de I'impact sur l@onsommation de laile quatre campagnes difees sur
des chines locales dectévision. Quatre villes, une par campagne publicitaire,&tftchoisies dans cing
differentes &gions @ographiques. Les consommations en lait par chacune des six familles par ville alors
et mesuees (en dollars) aps deux mois de campagne.

Les doniees se m@rsentent sous la forme d’'un tablealws variables : laggion gographique, les 4
consommations pour chacune des villes ou campagnes publicitaire€dgffua taille de la famille. Cette
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situation est celle classique d'un ntdd d’analyse de variance. Nous choisissons ici de conserver quantita-
tive la variable taille de la famille et donc de n@ider la consommation de lait par un nédeld’analyse de
covariance plugconomiquen deges de libe@ moins de paragires sona estimer.

On s'interesse differents modles de egression visaré expliquer la consommation en fonction de la
taille de la famille conditionnellement au type de campagne publicitaire.

proc glm data=sasuser.milk;

class pub;

model consom=pub taille pub*taille;
run;

Les esultats ci-dessous conduirai@ntonclurea une forte influence de la taille maid'absence d'in-
fluence du type de campagne. Les droitesadgassion ne semblent pas significativemenédiffites.

Source DF Type 1l SS Mean Square F Value Pr > F
PUB 3 227.1807 75.7269 0.57 0.6377 (1)
TAILLE 1 40926.0157 40926.0157 306.57 0.0001 (2)
TAILLE*PUB 3 309.8451 103.2817 0.77 0.5111 (3)

(1) Testde la significativid des diferences des termes constants.
(2) Testde l'influence du facteur quantitatif.
(3) Test de la significativit des diferences des pentes (interaction).

Néanmoins, pris d'un doute, leéme calcul est effecuepaément pour chaquégion :

proc glm data=sasuser.milk;

by region;
class pub;
model consom=pub taille pub*taille;
run;
Region Source DF Type Il SS Mean Square F Value Pr > F
PUB 3 72.02974 24.00991 4.62 0.0164
1 TAILLE 1 7178.32142 7178.32142 1380.25 0.0001
TAILLE*PUB 3 217.37048 72.45683 13.93 0.0001
PUB 3 231.73422 77.24474 30.36 0.0001
2 TAILLE 1 8655.25201 8655.25201 3402.34 0.0001
TAILLE*PUB 3 50.15069 16.71690 6.57 0.0042
PUB 3 79.54688 26.51563 6.01 0.0061
3 TAILLE 1 6993.30160 6993.30160 1585.35 0.0001
TAILLE*PUB 3 173.19305 57.73102 13.09 0.0001
PUB 3 415.66664 138.55555 15.23 0.0001
4 TAILLE 1 9743.37830 9743.37830 1071.32 0.0001
TAILLE*PUB 3 361.39556 120.46519 13.25 0.0001
PUB 3 15.35494 5.11831 0.79 0.5168
5 TAILLE 1 8513.28516 8513.28516 1314.71 0.0001
TAILLE*PUB 3 52.75119 17.58373 2.72 0.0793

Il apparat alors qua l'intérieur de chaqueégion (sauf egion 5), les campagnes de pubkcint un
effet tant sur la constante que sur la pente.

Ceci incite donc se néfier desinteractions(l'effet région compense I'effet publi&@} et encourage
a toujours conserver le facteur bloc (ici legion) dans une analyse de variance. Une approche etemnpl
consiceranta priori toutes les variables (3 facteurs), est iecassaire (cf. TP).

Compkter : choix automatique avec AIC.



Chapitre 3

Réegression logistique

1 Introduction

Dans ce chapitre, nougfinissons le contexte pratique de é&gression logistiqugui s'intéressent plus
particulierement la description ou I'explication d’observations conggwl’effectifs comme, par exemple,
le nombre de su@&s d'une variable de Bernouilli lors d'unéguence d’'essais. Contrairement aux sles
du chapitre peceédent bass sur I'hypotiese de normaktdes observations, les lois condgsga sont disétes
et asso@esa des @nombrements : binomiale, multinomialee&hmoins, ce made appartiena la famille
dumockle lingaire geréral (annexe) et partageatce titre beaucoup d’aspects (estimation, tests, diagnostic)
et dont la stragie de mise en ceuvre, similaire au cas gaussien, n’est pas reprise.

Une premeére section éfinit quelques notions relativad’étude de la liaison entre variables qualitatives.
Elles sont couramment utibes dans l'intergatation des mogles de egression logistique.

2 Odds et odds ratio

Une variable

SoitY une variable qualitativa.J modali&s. On @signe la chance (adds de voir se éaliser lajeme
modali€ plubt que lakeéme par le rapport
-
0, =2
ik e
ol 7, est la probabil# d’apparition de lgéme modali. Cette quant est estirae par le rapport,; /ny,
des effectifs obsebs sur unéchantillon. Lorsque la variable est binaire et suit une loi de Bernouilli de

paranetrer, I'odds est le rapport /(1 — 7) qui exprime une cote ou chance de gain.

Par exemple, sila probab#id'un suces est 0.8, celle d’'uechec est 0.2. L'odds du suesest 0.8/0.2=4
tandis que I'odds de&chec est 0.2/0.8=0.25. On dit encore que la chance désastde 4 contre 1 tandis
gue celle déchec est de 1 contre 4.

Table de contingence

On consigre maintenant une table de contingefice 2 croisant deux variables qualitatives binaires
X' etX?. les paramdtres de la loi conjointe se mettent dans une matrice :

i1 712
21  T22
oum;; = P[{X' =i} et{X? = j}] estla probabili¢ d’'occurence de chaque combinaison.
e Danslaligne 1, 'odds que la colonne 1 soit prise ptujue la colonne 2 est :

11
Q= —.
12

1l nexiste pas, reme en Qakécois, de traduction consensuelle de “odds” qui utiliéammoins souvent le terme “cote”.

27
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e Dans laligne 2, I'odds que la colonne 1 soit prise plugue la colonne 2 est :

21
Oy = —.
22

On appelleodds ratio(rapport de cote) le rapport
Q
Q= -1 _ mMuim2
Q 12721
Ce rapport prend la valeur 1 si les variables songépehdantes, il est sapeura 1 si les sujets de la ligne
1 ont plus de chances de prendre la pgicolonne que les sujets de la ligne 2 etiiidura 1 sinon.

Exemple supposons g I'entree dans unécole d’ingenieurs, 7 garcons sur 10 sont recus tandis que
seulement 4 filles sur 10 le sont. L'odds des garcons est alors de 0.7/0.3=2.33 tandis que celle des filles
est de 0.4/0.6=0.67. L'odds ratio est de 2.33/0.67=3.5. La chagtedecu est 3.5 plus grande pour les
garcons que pour les filles.

L'odds ratio esegalement éfini pour deux lignesa, b) et deux colonneg&:, d) quelconques d’une table
de contingence croisant deux variabdes et K modali€s. L'odds ratio est le rapport

Q TaeT L, ) . ~
Ouped = == = —2<b0 astine par I'odds ratio empirique © ypeq =
Q  TadThe NadNbe

3 Reégression logistique

NacNbd

3.1 Type de donrees

Cette section @crit la moctlisation d'une variable qualitativ€ a 2 modaliés : 1 ou 0, su@s ou
échec, pesence ou absence de maladie, panne @juipement, faillite d’'une entreprise, bon ou mauvais
client.... Les modles de e&gression @reedents adapsa I'explication d’une variable quantitative ne s’ap-
pliquent plus directement car legresseur liéaire usueK 3 ne prend pas des valeurs simplement binaires.
L'objectif est adapt a cette situation en cherchanexpliquer les probabiks

mr=P(Z=1) ou 1—-n=P(Z=0),

ou plu6t une transformation de celles-ci, par I'observation conjointe des variables explicatives &5t
en effet de faire intervenir une fonctioaelle monotong opérant def0, 1] dans R et donc de chercher un
mockle lingaire de la forme :

g9(m;) = x;.

Il existe de nombreuses fonctions, dont le graplésente une forme sigridale et qui sont candidates
pour remplir ce dle, trois sont pratiguement disponibles dans les logiciels :

probit : g est alors la fonction inverse de la fonction @partition d’'une loi normale, mais son expression
n’est pas explicite.
log-log avecg définie par

mais cette fonction est dissytmique.
logit est ckfinie par
&
= logit(w) =1 = )
g(m) = logit(r) = In o
Plusieurs raisons, tantébriques que pratiques, fontgferer cette der@ire solution. Le rapport/(1 —

), qui exprime une “cote”, estdddset larégression logistiqua’interpete donc comme la recherche
d’'une modctlisation lireaire du “log odds” tandis que les coefficients de certainsaiesdexpriment des
“odds ratio” c’esta-dire l'influence d’'un facteur qualitatif sur le risque (ou la chance) @&ahec (d’'un
suces) deZ.

Cette section se limita la description de 'usagdéementaire de laagression logistique. Des corgphents
concernant I'explication d’une variable qualitative ordinale (plusieurs médalitintervention de variables
explicatives avec effet @htoire, I'utilisation de mesuregpétees donc @pendantes, soatrechercher dans
la bibliographie.

avec ¢ '(x)
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3.2 Modele binomial

On consi@re, pouti = 1,.. ., I, differentes valeufixéesr?, . . ., 27 des variables explicatives!, . .., X1.

Ces derrgres pouvanétre des variables quantitatives ou encore des variables qualitativesa-cliestees
facteurs issus d’'une planification éqmentale.

Pour chaque groupe, c’eatdire pour chacune des combinaisons de valeurs ou facteursalisen;

observationsi{ = Zfil n;) de la variableZ qui se mettent sous la forme/n4, ...,y /n; oly; désigne le

nombre de “suaes” obseres lors des); essais. On suppose que toutes les observations s@peindantes
et qua l'intérieur d’'un néme groupe, la probabitr; de suces est constante. Alors, la variablfgsachant

n; et d'esgeranceE (Y;) = n,m; suit une loibinomialeB(n;, ;) dont la fonction de dengts®&crit :

P(Y =y) = (ni>7rfi(1 — ) (),
Yi

On suppose que le vecteur des fonctitmgit des probabiliésr; appartient au sous-espace et , ..., X9}

engende par les variables explicatives :

logit(m;) =x;3 i=1,...,1

ce qui skcrit encore

exiP _
Wizm Zzl,...,l.

Le vecteur des paragires est estifnpar maximisation de la log-vraisemblance. Il n'y a pas de solution

analytique, celle-ci est obtenue par desthodes nurriques iératives (par exemple Newton Raphson)
dont certaines revienneatiterer des estimations de nilds de &gression par moindres casrgererali€s
avec des poids et desatniques adagtsa chaque #ration.

L'optimisation fournit une estimatioh deg3, il est alors facile d’en @&duire les estimations ougrisions

des probabiligs; :

’
R exib
T4

- 1+ exib

et ainsi celles des effectifs

~

Yi = N7

Remarques

i. La matriceX issue de la planification egpimentale est construite avec legmmes egles que celles
utilisees dans le cadre de I'analyse de covariance mixant variables explicatives quantitatives et quali-
tatives. Ainsi, les logiciels &ent avec plus ou moins de ckate choix des variables indicatrices et
donc des paragires estimables ou contrastes ass®Ci

ii. La situation @crite peccdemment corresporall’observation de doréesgroupees Dans de nom-

breuses situations corites et souvent$ qu'ily a des variables explicatives quantitatives, les obser-
vationsx; sont toutes distinctes. Ceci revient danfixern; = 1;i = 1,...,I dans les expressions
preécedentes et la loi de Bernouilli remplace la loi binomiale. Certainéthodes ne sont alors plus
applicables et les comportements asymptotiques des distributions des statistiques de test ne sont plus
valides, le nombre de paratnes tendant vers l'infini.

Dans le cas d’une variable explicative dichotomique, un logiciel comme SAS fournit, en plus de
I'estimation d’'un paramtreb, celle des odds ratiosh; est alors le log odds ratio ou encoeé,est
I'odds ratio. Ceci s'intergete en disant qu& a e’ fois plus de chance de suE (ou de maladie
comme par un exemple un cancer du poumon) quanrd 1 (par exemple pour un fumeur).

3.3 Reégressions logistiques polytomique et ordinale

La régression logistique ad@&a la moclisation d’'une variable dichotomique sérgralise au cas

d’'une variableY a plusieurs modalis ou polytomique. Si ces modakt sont ordon®s, on dit que la
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variable est qualitative ordinale. Ces types de alisdtion sont &s souvent utiliss enépicemiologie et
permettent cBvaluer ou comparer des risques par exemples sanitaires. Des estimations d’odds ratio ou
rapports de cotes sont ainsi utdispourévaluer et interpiter les facteurs de risques aséséi differents

types (egression polytomique) ou seuils de grayiggression ordinale) d'une maladie ou, en marketing,
cela s’appliquex I'explication, par exemple, d’'un niveau de satisfaction d’'un client. Il s’agit de comparer
entre elles des estimations de fonctions logit.

Dans une situation ddata miningou fouille de donges, ce type d’approche se trouve lourdement
pénali€ lorsquea l'intérieur d’'un néme moele polytomique ou ordinal, plusieurs types de &led sont
en concurrence pour chaque fonction logit asseaidifferentes modaks. Differents choix de variables,
différents niveaux d’interaction rendent trop complexe et inefficace cette approche. Ellprestegier
uniquement dans le cas d’'un nombre restreint de variables explicatives avec un objectif explicatif ou in-
terpietatif.

A titre illustratif, explicitons le cas simple d’une variatea k modali€s ordonies expliqée par une
seule variable dichotomiqu&. Notonsr;(X) = P(Y = j|X) avech:1 7;(X) = 1. Pour une variable
Y ak modali€s, il faut, en toute rigueur, estimer— 1 préedicteurs ligaires :

gj(X):Oéj+ﬂjX poury =1,...,k—1

et, dans le cas d’'une variable ordinale, la fonction lien logit @disloit tenir compte de cette situation
particuliere.

Dans la literature, trois types de fonction sont corseks @pendant de &chelle des rapports de cote
adopée :

e échelle base sur la comparaison des&agories adjacentes deevdeux,

e sur la comparaison des égories adjacentes senieures cum@es,

e et enfin sur la comparaison des@gories adjacentes cundeis.
Pourk = 2, on retrouve les trois situations se ramenta la méme d’une variable dichotomique. C’est le
dernier cas qui est le plus souvent adopt conduita cefinir les fonctions des “logits cumulatifs” de la
forme :
Mjp1+ -+ g

T+ 4T

Pour un seuil domasurY’, les cagégories inérieuresa ce seuil, cuméles, sont compaes aux c&gories
superieures cumudes. Les fonctions logitédinies sur cettéchelle @pendent chacune de tous les effectifs,
ce qui peut conduira une plus grande stabéides mesures qui e@cbulent.

Si les variables ingpendantes sont nombreuses dans legieodu si la variablegponseY” comporte
un nombreélee de niveaux, la description des fonctions logit devient fastidieuse. La pratique consiste
plutdt & determiner un coefficient global(mesure d’effet) qui soit la somme pdeée des coefficients;.
Ceci revienta faire I'nypottese que les coefficients sont horeags (i@alement touggaux), c'est-dire
a suppose que les rapports de cotes sont proportionnels. C’est ce que calcule implicitemenétupzoc
LOGISTIC de SAS appligeea une variablegpons&” ordinale en estimant un seul paraimeb maisk — 1
termes constants correspondardes translations de la fonctions logit. La grdare LOGISTIC fournit le
résultat du test du score sur I'hypéseH,, de 'homogeréité des coefficients;.

Le coefficienth mesure donc I'association du facteXirmvec la gravié de la maladie et peut s'integier
comme sulit : pour tout seuil de gra&ithoisi sury’, la cote des risques d’'avoir une gré@vgurieurea ce
seuil este? fois plus grande chez les exg@ss(X = 1) que chez les non expes (X = 0).

Attentiondans SAS, la pramure LOGISTIC adopte une parétrisation(—1, 1) analoguea celle de
la pro&@dure CATMOD mais dirente de celle de GENMOD ou SAS/Insidlit 1). Ceci explique les
différences obseees dans I'estimation des paratme d’une proedurea 'autre.

4 Choix de mockle

4.1 Recherche pas pas

log pourj =1,...,k—1.

Principalement deux cBtes (test du rapport de vraisemblance et test de Wald, cf.bibliographie), sont
utilisés de fagon analogue au test de Fisher duatetineaire gaussien. lls permettent de comparer un
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FiG. 3.1 — Nuage des moddlg deY” dans les coordoraes des variables explicatives.

mockle avec un sous-metk et dévaluer l'inerét de la pesence des termes corapientaires. On suit
ainsi une stratgie descendantepartir du moéle complet. L'icee est de supprimer, un terrada fois, la
composante d'interaction ou l'effet principal qui apga@mme le moins significatif au sens du rapport
de vraisemblance ou du test de Wald. Les testsqmtent une structureénarchige. SAS facilite cette
recherche en produisant unéabmposition (Type lll) de ces indices permettant de comparer chacun des
sous-moéles excluant un des termes avec le Bledes incluant tous.

Attention du fait de I'utilisation d’'une transformation non &aire (logit), néme si des facteurs sont or-
thogonaux, aucune propig d'orthogonalié ne peuétre prise en compte pougtude des hypo#ses. Ceci
impose Iélimination des termes un par un et &estimation du magle. D’autre part, un terme principal
ne peuttre supprirg que s'il n'intervient plus dans des termes d’interaction.

4.2 Critére

L'approche pecedente favorise la quaditd’ajustement du made. Dans un but @dictif, certains logi-
ciels, comme Splus/R ou Enterpirse Miner, proposent d’autrésesitde choix (AIC, BIC). Une estimation
de I'erreur de pediction par validation croée est aussi opportune dans ugendrche de choix de met.

5 Exemples
5.1 DeébitsxVolumes

On étudie l'influence du ébit et du volume d’air inspér sur I'occurence (cdek 1) de la dilatation des
vaisseaux sanguins superficiels des membré&siamirs. Un graphiquélémentaire ref@sentant les moda-
lités deY” dans les coordor@es deX' x X? est toujours instructif. Il montre unégaration raisonnable et
de bon augure des deux nuages de points. Dans le cas de nombreuses variables explicatives quantitatives,
une analyse en composantes principales s’impose. Les formes des nuagssnieprainsi que I'allure
des distributions&tudiees pealablement), incitent dans ce @asonsi@rer par la suite les logarithmes des
variables. Une variablen ne contenant que des “1&dombrant le nombre d’essais eétassaire dans la
syntaxe dggenmod. Les doniees sont en effet non groggs.

proc logistic data=sasuser.debvol;
model dilat=l_debit |_volume;

run;

proc genmod data=sasuser.debvol;
model dilat/un=|_debit |_volume/d=bin;
run;
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The LOGISTIC Procedure

Intercept
Intercept and

Criterion Only Covariates Chi-Square for Covariates
AlC 56.040 35.216
SC 57.703 40.206 .
-2 LOG L 54.040 29.216(1) 24.824 with 2 DF (p=0.0001)
Score . . 16.635 with 2 DF (p=0.0002)

Parameter(2) Standard Wald(3) Pr > Standardized Odds
Variable DF Estimate Error  Chi-Square Chi-Square Estimate Ratio
INTERCPT 1 2.8782 1.3214 4.7443 0.0294 . .
L DEBIT 1 -4.5649 1.8384 6.1653 0.0130 -2.085068 0.010
L_VOLUME 1 -5.1796 1.8653 7.7105 0.0055 -1.535372 0.006

Cette proédure fournit des ciéres de choix de made dont la éviance (1), le vecteds des pararatres
(2) et les statistiques des tests (3) comparant legleoekcluant un terme par rapport au raledcomplet tel
gu'il est cecrit dans la commande.

The GENMOD Procedure
Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value Value/DF
Deviance 36 29.2156 0.8115 (1)
Scaled Deviance 36 29.2156 0.8115 (2)
Pearson Chi-Square 36 34.2516 0.9514 (3)
Scaled Pearson X2 36 34.2516 0.9514
Log Likelihood . -14.6078

Analysis Of Parameter Estimates
Parameter DF Estimate (4) Std Err  ChiSquare (5) Pr>Chi

INTERCEPT 1 -2.8782 1.3214 4.7443 0.0294
L_DEBIT 1 4.5649 1.8384 6.1653 0.0130
L_VOLUME 1 5.1796 1.8653 7.7105 0.0055
SCALE (6) 0 1.0000 0.0000 . .

(1) Deéviance du moéle par rapport au mede satué.

(2) Deéviance ponérée si le paramtre déchelle est difrent de 1 en cas de sur-dispersion.
(3) Statistique de Pearson, voisine deé&idnce, comparant le mékk au moédle satue .

(4) Parangtres du modle.

(5) Statistique des tests comparant le glecexcluant un terme par rapport au ratedcomplet.
(6) Estimation du paragire déchelle si la quasi-vraisemblance est ugiis

5.2 Régression logistique ordinale

Onéetudie les esultats d'un&tude pealablea la Egislation sur le port de la ceinture decsirie dans la
province de I'Albertad Edmonton au Canada (Jobson, 1991)édimantillon de 86 769 rapports d’accidents
de voitures onéte compulgs afin d’extraire une table croisant :

i. Etat du conducteur : Normal ou Alcockis
ii. Portde la ceinture : Oui Non
ii. Gravite des blessures : 0 : rien3 : fatales
Les modaliés de la variablé expliquer concernant la gra@itle I'accident sont ordoges de G 3.

/* r egression ordinale */

proc logistic data=sasuser.ceinture;
class sexe alcool ceinture;

model gravite=sexe alcool ceinture ;
weight effectif;

run;

The LOGISTIC Procedure
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Analysis of Maximum Likelihood Estimates

Standard Wald
Parameter DF Estimate Error Chi-Square Pr > ChiSq
Intercept GrO 1 1.8699 0.0236 6264.9373 <.0001
Intercept Grl 1 2.8080 0.0269 10914.3437 <.0001
Intercept Gr2 1 5.1222 0.0576 7917.0908 <.0001
sexe Sfem 1 -0.3118 0.0121 664.3353 <.0001
alcool A bu 1 -0.5017 0.0190 697.0173 <.0001
ceinture  Cnon 1 -0.1110 0.0174 40.6681 <.0001
Odds Ratio Estimates
Point 95% Wald
Effect Estimate Confidence Limits
sexe Sfem vs Shom 0.536 0.511 0.562
alcool A _bu vs Ajeu 0.367 0.340 0.395
ceinture Cnon vs Coui 0.801 0.748 0.858

5.3 Donrees bancaires

Plusieurs str&gies peuveritre mises en ceuvre sur les déas bancaires selon les transformations et codagéises sur les va-
riables qualitatives. Elles seront exp#es lors des diffrents TP. La stragie adopte ici consisterd rechercher un “meilleur” mede
a l'aide de la proedurelogistic en association avec I'un des trois algorithmes@&edction (forward, backward ou stepwise).

proc logistic data=sasuser.visappt;
class sexeq famiq pcspq kvunbg--itavcq;
model carvpr = sexeq famig pcspg kvunbg--itaveq
/selection=stepwise pprob=0.5 ctable; /* ou backward et forward */

La stlection de variables ainsi retenue est ensuite &élesvec la praaduregenmod aux sorties plus explicites qui esgalement
mise en ceuvre dans le module SAS Enterprise Miner. Le taux apparent d’errexalgsa partir du némeéchantillon d’apprentissage
et donc de magire recessairement bidie par optimisme.

Le module SAS/INSIGHT permégalement de faire une recherche manuelle descenfante d’'un meilleelem@ds points sont
aborces dan le TP.

proc genmod data=sasuser.visappt ;
class moyrvg dmvtpg pcspq sexeq opgnbq relatg kvunbg itavcq
facanq nptagq uemnbq ; /* liste variables qualitatives */
output out=outglm p=pred;

model carvpr/poids = moyrvg dmvtpg pcspg sexeq opgnbg relatq
kvunbq itavcg facanq nptagq uemnbq
/ d=bin; /* liste de toutes les variables du mod ele */
run;
/* Estimation biais ee du taux de mal class &es *
data prev ;

set outglm (keep=carvpr pred);

if pred ge 0.5 then predy=1;
else predy=0;

run;

proc freq data=prev;

tables carvpr*predy/ nocol norow;

run;

Les iesultats de la jdiction se @sume alors sous la forme d’une matricecdafusionévaluant les taux de bien et mal cless

YVAR1(CARVPR) PREDY
Frequency|
Percent | 0] 1| Total

+ + +
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0] 659 | 53 | 712
| 61.65| 4.96 | 66.60
1] 70| 287 | 357
| 655 | 26.85| 33.40
+ + +
Total 729 340 1069

68.19 31.81 100.00



Chapitre 4

Modele log-lineaire

1 Introduction

Comme dans le chapitre gnédent, les mogles dcrits dans ce chapitre s’gressent plus particeliement la description ou
I'explication d’observations constiés d’effectifs ; nombre de sues d’une variable de Bernouilli lors d’'unéguence d’essais dans
la cas pecedent de laé&gression logistique, nombre d'individus qui prennent une combinaisorédai® modalés de variables
qualitatives ou niveaux de facteurs, dans le cés@nt. Ce maele faitégalement partie de la famille dnockle linéaire geréral en
étant assoéia une loi de Poisson. Il eégalement appelaussimockle log-lintaire (voir Agresti (1990) pour un expéesktaille) et
s'applique principalemerit la moctlisation d’une table de contingence cogtpl Comme pour laegression logistique, les aspects au
mockle linéaire gréral (estimation, tests, diagnostic) ont des &fyas de mise en ceuvreest similaire au cas gaussien; ils ne sont pas
repris.

2 Modele log-lineaire
2.1 Types de donges

Les donres se mrsentent greralement sous la forme d’une table de contingence obtenue par le croisement de plusieurs va-
riables qualitatives et dont chaque cellule contient un effectif ou @upinceé mockliser. Nous nous limiterores|’étude d’une table
élementaire en laissant dété des structures plus complexes, par exemple lorsqueedes gtructurels, des iedendances condition-
nelles, des propeiés de syratrie ou quasi-sy#trie, une table creuse, sanprendre en compte. D’autre part, sous sa forme la plus
gererale, le modle peut inégrerégalement des variables quantitatives.

Ce type de situation se retrouve en analyse des correspondances simple ou multiple mais ici, I'objectif est d’expliquer ou de

mockliser les effectifs en fonction des modasitprises par les variables qualitatives. L'objectif final pougamexplicatif: tester une
structure de @pendance particdie, ouprédictif avec choix d’'un moéle parcimonieux.

2.2 Distributions

On consiére la table de contingence corael constitéea partir de I'observation des variables qualitative$, X2, ..., X?
sur unéchantillon den individus. Les effectifs{y;;..;;5 = 1,J;k = 1, K;...;1 = 1, L} de chaque cellule sont rag dans un
vecteury aI(I = J x K x --- x L) composantes. Diffrentes hypo#ses sur les distributions sont corésé&es en fonction du
contexte exprimental.

Poisson

Le mockle le plus simple consiste supposer que les variables ob&esY; suivent des lois de Poisson iggendantes de pa-
rametrep; = E(Y;). La distribution conjointe admet alors pour deésit

I

fom =11

]
=1 Y

u?ie—#i

La sommeN (N = y4 = Y, y;) desI variables aatoires de Poisson iadendantes e&galement une variable de Poisson de
paran@trepy =y, j;.

Multinomiale

En pratique, le nombre total d’'observations est souvent & priori par I'ex@rimentateur et ceci induit une contrainte sur la
somme deg;. La distribution conjointe des variabl&§ est alors conditionge pam et la densit devient :

I i —u, ne—Hy
mote K3 Hnye
fysm =] = / + :
=1

y;! n!
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— Yi - — — i 7 0 .
Commep?y =37, py ete™#+ =[], e™#4, en posantr; = aoeon obtient :

I

- avec Y m=leto<m <l;i=1,1
Yi: i=1

Yi
s

I
fyow =n]
=1

On vérifie donc quef (y, ) est la fonction de denéitd’une loi multinomiale dans laquelle les paktnesr; mocklisent les probabi-
lités d’occurrence ass@esa chaque cellule. Dans ce cds(Y;) = n;.

Produit de multinomiales

Dans d'autres circonstances, des effectifs marginaux lignes, colonnes ou sous-tables ghe@gaiement figs par I'exgrimentateur
comme dans le cas d’'un sondage st@tiCela correspond au cas one ou plusieurs variables sont céfiées et ont donc urbte
explicatif ; leurs modaliés sont connuespriori. Les lois de chacun des soé@ements de la table, conditioges par I'effectif marginal
correspondant sont multinomiales. La loi conjointe de I'ensemble est alors un produit de multinomiales.

Con£quence

Trois mockles de distribution : Poisson, multinomial, produit de multinomiales, sont envisageables péliserdg en fonction
des conditions eXg@rimentales. D'un point de vue &brique, on montre que ces nies conduisent aux &émes estimations des
parangtres par maximum de vraisemblance. Laétifince introduite par le conditionnement intervient par une contrainte qui impose
la présence de certains paratres dans le made, ceux reconstruisant les marge&és.

2.3 Modelesa 2 variables

Soit une table de contingen¢é x K) issue du croisement de deux variables qualitat¥ésa .J modaliés etX 2 & K modaliés
et dont I'effectif totaln est fixe. La loi conjointe des effectif$’;;, de chaque cellule est une loi multinomiale de patr ;. et
d’'esperance :

E(Yjr) = nmjg.
Par cefinition, les variables{! et X2 sontindependantesi et seulement si :
Tjk = T+kTj+

ol ;4 (resp.my) désigne la loi marginale d& ! (resp.X2) :

K J
7rj+:Z7rjk et 7r+k:Z7rjk-
k=1 =1

Si l'indépendance n’est pagnrfiee, on peut @écomposer :

Titmik

Notonsn;;, = In(E(Y}y)). Lintervention de la fonction logarithme permet dedariser la @écomposition pcédente autour du
“modele d’'independance” :

E(ij ) =NTj = N4 T4k

Njik =Inn+Inm;; +Inmyg +1In <l> .
Ti+T+k
Ce moele est ditsatuié car, pesentant autant de paratres que de do@es, il expliqgue exactement celles-ci. Lamkendance est
vérifiee sile dernier terme de cette expression, exprimant @peralance ou interaction comme dans le @®d’analyse de variance,
est nul pour tout coupléj, k).

Les logiciels mettent en place d'autres pagansations en faisant appéire des effets diffrentiels, soit par rappogt une
moyenne, soit par rappaatla dernére modalié.

Dans le premier cas, en posant :

1 LK
Bo = S 2D k=
JK 4
j=1k=1
1K
B = e Do Mk = =i =
k=1
1
B = jank—n“:nk—ﬁﬂ
j=1
]113 = MNjk—N5. —Nk+N.,

avec les relations :
J K K
- 1 2 12 12
ViVk, Y B; = Bi=D_Bii=>_ Bi=0,
j=1 k=1 j=1 k=1
le mockle satue s ecrit :
In(E (Y1) = nk = Bo + B} + 67 + BI7.
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Il se met sous la forme matricielle

n=Xpg
ou X est la matrice exgrimentale (design matrix) contenant les indicatrices. Ejmehdance est obtenue lorsque tous les termes
d’interactionﬁ]llz sont nuls.

La deuxeme pararétrisation consiére la écomposition :

Tk K TRTIK

Tjk = TJK .
TJK TJK TJETjK
En posant :
Bo = Inn+lnnyg,
B]l = 1Il7TjK—1H7TJK,
B = lnmy—Ilnmyg,
‘]113 = ln7r]~k—ln7ij—1n7r(]k+ln7TJK,

avec les r@Bmes relations entre les paretmes. Le modle se met encore sous la forme :
n=Xg
et se ram@nea l'indépendance si tous les parénnes,@},f sont nuls.
Si I'hypothese d’inéépendance esgvifiee, on peut encore analyser les effets principaux :
o 1
si,Vj,8; =0 alors, mj, =7y = jmrk'
Il'y a équiprobabilié des modalés deX !. M&me chose avex ? si les termeg2 sont tous nuls.

Les parangtres du moéle log-lintaire sont estigs en maximisant la log-vraisemblance dont I'explicitation est répati cha-
pitre suivant comme cas particulier de nétellinéaire grérali€. Pour les mogles simples, les estimations soétidites des effectifs
marginaux mais commegd que le moéle est plus complices des nethodes iratives sont@cessaires, elles sont sstatiquement
mises en ceuvre.

2.4 Modelea trois variables

On consi@re une table de contingentg x K x L) obtenue par croisement de trois variables qualitatés X2, X3. La
définition des paragtres est conduite de mané analogue au cas de deux variables en faisant dppates effets principaux et des
interactions. Le mogle satue se met sous la forme :

In(E(Yj1)) = njm = Bo + B} + B + B + Bj7 + B} + B + Biip
et peut aussi est sené sous forme matricielle.

Nous allons expliciter les sous-mids obtenus par nulitde certains paragires et qui correspondeatdes structures parti-
culieres d’'ingépendance. Une fagon classique de nommer leshasaonsist@ ne citer que les interactions retenues les plus com-
plexes. Les autres, ainsi que les effets principaux, sont contenues de par la strécanshigjue du mage. Ainsi, le moéle satue
est esigre par(X ' X2 X3) correspondan la syntaxeX1|X2|X3 de SAS.

Cas poissonnien ou multinomial

Seul le nombre total d’observationsest fixe dans le cas multinomial, ceci impose simplementésence dgy dans le modle.
i. Modele partiel d’association ou de tout interaction d’ordre( X' X2, X2X3 X1 X3)

Les termesﬁlgi5 sont tous nuls, seules les interactions d’ordre 2 saregtes. C'est le mete implicitement consigté par
I'analyse multiple des correspondances. &csit :

njk = o + B} + B + B} + Bji + Bji’ + Bii-
i. Independance conditionnelld X' X2 X1 X3)

Si, en plus, I'un des termes d'interaction est nul, par exerple= 0 pour tout couple(k, 1), on dit queX? et X3 sont
indépendantes conditionnellemenk ! et le moale devient :

nik = Bo + B} + Br + B7 + Bji + Bji -
iii. Variable inependante (X1, X2X3)
Si deux termes d'interaction sont nul§;; 3, = 0 pour tout triplet(j, k, 1), alorsX! estindpendante d&? et X 3.
nik = Bo + B} + Br + B + Bri-

iv. Independance(X?', X2, X3)
Tous les termes d’interaction sont nuls :
Njk :50-1-6]1 + 82 + 6}
et les variables sont mutuellement @méndantes.
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Produit de multinomiales
o Siune variable est explicative, par exemlé, ses marges sont fies, le modle doit recessairement conserver les pastes

Nk = Bo + B+ -+
o Sideux variables sont explicatives, par exemjle et X 3, le moctle doit conserver les termes :
nik = Bo + By + B + By + -+

La géréralisatiora plus de trois variables ne pose pas de gnola tieorique. Les difficults viennent de I'explosion combinatoire
du nombre de termes d'interaction et de la compéexiés structures d'irphendance. D’autre part, si le nombre de variables est
grand, on est souvent confré des tables de contingence creuses (beaucoup de cellules vides) qui ré&fddantle moeéle
log-linéaire. Unectude exploratoire (correspondances multiples par exempie)gtrie est @cessaire afin de&duire le nombre des
variables consiéiées et celui de leurs mod#s.

3 Choix de mockle

3.1 Recherche pas pas

Principalement deux cgtes (test du rapport de vraisemblance et test de Waddjjtsl en annexe pour un cadre plégral,
sont consiérés. Ces crires sont utiliés comme le test de Fisher du netellineaire gaussien. lls permettent de comparer unateod
avec un sous-made et dévaluer I'inérét de la pesence des termes coraplentaires. On suit ainsi une ségie descendant
partir du moele complet ou satérdans le cas du metk log-lineaire. L'idee est de supprimer, un terrada fois, la composante
d’interaction ou l'effet principal qui appaitacomme le moins significatif au sens du rapport de vraisemblance ou du test de Wald.
Les tests pgrsentent une structuregnarchige. SAS facilite cette recherche en produisant @eathposition (Type Ill) de ces indices
permettant de comparer chacun des sousétescexcluant un des termes avec le ledes incluant tous.

Attention du fait de I'utilisation d’une transformation non &aire (log), n@me si des facteurs sont orthogonaux, aucune @@pri
d’orthogonalie ne peugtre prise en compte poutude des hypo#tses. Ceci imposeélimination des termes un par un et & r
estimation du moéle. D’autre part, un terme principal ne pétite supprirgé que s'il n’intervient plus dans des termes d'interaction.
Enfin, selon les conditions eg@mentales qui peuvent fixer les marges d’une table de contingencésknpe de certains paratres
est impoge dans un made log-liréaire.

4 Exemples

4.1 Modele poissonien

On étudie les esultats d’'uneétude pealablea la kegislation sur le port de la ceinture decsrie dans la province de I'Alberta
Edmonton au Canada (Jobson, 1991).ddhantillon de 86 769 rapports d’accidents de voituregt@ntompulés afin d’extraire une
table croisant :

i. Etat du conducteur : Normal ou Alcocdis
ii. Portde la ceinture : Oui Non
iii. Gravite des blessures : 0 : rién3 : fatales
La procéduregenmod est utilie :

proc genmod data=sasuser.ceinture;

class co ce b ;

model effectif=co|celb @2 /type3 obstats dist=poisson;
run;

Une extraction desasultats donnent :

Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value Value/DF
Deviance 3 5.0136 1.6712

LR Statistics For Type 3 Analysis

Source DF ChiSquare Pr>Chi

CO 1 3431.0877 0.0001

CE 1 3041.5499 0.0001

CO*CE 1 377.0042 0.0001

B 3 28282.8778 0.0001

CO*B 3 474.7162 0.0001

CE*B 3 42.3170 0.0001

Analysis Of Parameter Estimates
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Parameter DF Estimate Std Err  ChiSquare Pr>Chi

INTERCEPT 1 3.6341 0.1550 550.0570 0.0001

CO A 1 -2.2152 0.1438 237.3628 0.0001

CE N 1 1.8345 0.1655 122.8289 0.0001

CO*CE A N 1 0.9343 0.0545 293.9236 0.0001

B 0 1 5.7991 0.1552  1396.7752 0.0001

B 1 1 2.7848 0.1598 303.6298 0.0001

B 2 1 2.1884 0.1637 178.7983 0.0001

CO*B A 0 1 -1.4622 0.1354 116.5900 0.0001

CO*B Al 1 -0.6872 0.1423 23.3154 0.0001

CO*B A 2 1 -0.5535 0.1452 14.5293 0.0001

CE*B N 0 1 -0.2333 0.1658 1.9807 0.1593

CE*B N 1 1 -0.0902 0.1708 0.2786 0.5976

CE*B N 2 1 0.0741 0.1748 0.1799 0.6715

Observation Statistics
EFFECTIF Pred Xbeta Std HessWgt Lower Upper
12500 12497 9.4332  0.008930 12497 12280 12718
604  613.3370 6.4189 0.0395 613.3370 567.6707 662.6770
344  337.8089 5.8225 0.0530 337.8089  304.5010 374.7601
38 37.8677 3.6341 0.1550 37.8677 27.9495 51.3053
61971 61974 11.0345  0.004016 61974 61488 62464

Les resultats montrent que le melé de toute interaction d'ordre 2 est acceptabkvi@hce) et il semble que tous les termes
soient recessaires, toutes les interactions doiégre pésentes au sens du test de Wald.
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Chapitre 5

Qualite de prediction

1 Introduction

La performance du made issu d'une rathode d’apprentissagecsalue par saapacié de peédictiondite encore deapacié de
géreralisationdans la communaétinformatique. La mesure de cette performance estitnportante puisque, d’'une part, elle permet
d’'opérer unesélection de moéle dans une famille assd@®a la methode d’apprentissage utdis et, d’autre part, elle guide tdoix
de la nethodeen comparant chacun des nétes optimigsa I'étape pecedente. Enfin, elle fournit, tous choix faits, une mesure de la
qualite ou encore de leonfianceque I'on peut accordei la pévision en vue r@me, dans un cadrédal, d’unecertification

En dehors d’'une situation eggmentale planiéie classique en Statistique, c'@stlire sans le secours deockles probabilistes
c'est le cas, par principe, diata mining trois types de stragies sont prop@és :

i. un partage de &chantillon (apprentissage, validation, test) afin de distinguer estimation déleretcestimations de I'erreur
de peédiction,

ii. une enalisation de I'erreur d’ajustement faisant intervenir la compekit moele,
iii. unusage intensif du calcul (computational statistics) par la mise en ceuvre de simulations.

Le choix cepend de plusieurs facteurs dont la taille @eliantillon initial, la complexé& du moale envisag, la variance de I'erreur,
la complexié des algorithmes c’est-dire le volume de calcul admissible.

Pour épondre aux objectifs de l&he stratgie adagtea unéchantillon d'effectif trop restreint podtreéclater en trois partie,

différents criéres sont utiliées pour dfinir une qualié de moeélea fin pedictive.

e Le plus ancien est naturellement une estimation d'emeur de pédiction: risque quadratique ou taux de mal ckss
comme mesure d'une distance moyenne entre le “vrai” ou le “meilleur’aleodt celui consigié. Ce risque quadratique
se cecomposant grogsiement en un ca¥rde biais et une variance, I'enjeu est de trouver un bon compromis entre ces deux
composantes en congidnt un modle parcimonieux.

e D’autres crieres sont ba&s sur la dissemblance de Kullback entre mesure de prolabilie crigre mesure la quaitd’'un
mockle en considrant la dissemblance de Kullback entre la loi de la variable exgditfuet celle de sa @dictionf/ fournie
par un moeéle.

e La dernere approche enfin, issue de l&dhie de I'apprentissage de Vapnik (1998), condufiroposer une majoration de
I'erreur de pédiction ou risque ne faisant pas intervenir la loie conjointe inconnue ou des eaigids asymtotiques mais
une mesure de la con®plite du moeéle appetedimension de Vapnik-Chernovenkis

Les travaux de Vapnik en &orie de I'apprentissage ont condaifocaliser I'attention sur la psence ou I'absence de prdges

théoriques basiques d’une technique d’apprentissage ou delisatitbn :

consistence qui garantit la capadtde g@réralisation. Un processus d’apprentissage estfisistansi I'erreur sur 'ensemble d’ap-
prentissage et I'erreur sur un jeu de dées test convergent en probakilters la néme limite lorsque la taille dedchantillon
d’apprentissage augmente.

vitesse de convergence. Unevaluation, quand elle est possible, de la vitesse de convergence de I'erreur lorsque la taille augmente,
est une indication sur la fagon dont largralisation s’aréliore et informe sur la nature des pakgnes, comme le nombre de
variables explicatives, dont ell&dend.

controle Est-il possiblea partir d’'unéchantillon d’apprentissage de taille fini donc sans camatibns asymtotiques, de cagitr la
capacié de gréralisation et donc de majorer le terme d’erreur dedfmtion ou risque ?

Une estimation de la quaditde la pediction est donc uglement central de la mise en place de la &g dudata mining telle
gu’elle est @crite dans l'introduction (cf. chapitfesection??) mais aussi dans beaucoup de disciplines cogesrpar la maglisation
statistique. Le point importart souligner est que le “meilleur” mete en un sens gdictif n’est pas écessairement celui qui ajuste
le mieux les donees (cas de surajustement) rémme le “vrai” moele si la variance des estimations est importante.

2 Erreur de prédiction

41



42 Chapitre 5. Qualité de prédiction

2.1 Definition

SoitY la variablea pedire, X la variablep-dimensionnelle ou I'ensemble des variables explicati¥ek loi conjointe deY” et
X,z={(x1,y1),---,(Xn,yn)} unéchantillon et

Y=¢(X)+e¢

le mocklea estimer aved(g) = 0, Var(e) = o2 ete independant d& ; X, comme chacun des;, est de dimensiop.

L'erreur de pévision est éfinie par

Ep(z, F) = Er[Q(Y, ¢(X))]

ou @ est ungonction perte

SiY est quantitative, cette fonction perte est le plasggalement quadratique)(y, 7) = (y — )2, mais utilise parfois la valeur
absolue Q(y,y) = |y — y|. Cette derrérea I'avantage ttre plusrobuste car moins sensible aux valeurs @xtres, mais @cessite
des algorithmes d’optimisation plus complexes et gaasairemert solution unique.

SiY est qualitativeQ) est une indicatrice de mal cl&ssQ(y, y) = 1,5}

Dans le cas quantitatif, I'estimation du nidd par minimisation dé€ p revienta une approximation de la fonctignet la solution
est I'esgerance conditionnelléconnaissant &chantillon) tandis que, dans la cas qualitatif, c’est la classe la plus prolztiipésd
par lemode conditionnejjui est pédite.

2.2 Decomposition
Lerreur de pédiction se @compose dans le cas quantitatiConsidrons celle-ci en un pointo.
Ep(x0) = EBrp[(Y —$(x0))* | X = x0]

o? + [Bré(x0) — ¢(2)]* + Erld(x0) — Ere(xo)]®
o? + Biais® + Variance

Trés gereralement, plus un mede (la famille des fonctiong admissibles) est complexe, plus il est flexible et peu s'ajuster aux
donrees obser@es et donc plus le biais egduit. En revanche, la partie variance augmente avec le nombre dedpastnestimer et
donc avec cette complekgitL'enjeu, pour minimiser le risque quadratique airedimi, est donc de rechercher un meilleur compromis
entre biais et variance : accepter de biaiser I'estimation comme par exempgressiorridge pour eduire plus favorablement la
variance.

2.3 Estimation

Le premier type d’estimatioa consi@rer exprime la quakt d’ajustement du mede sur leéchantillon obse®. C’est justement,
dans le cas quantitatif, ce @it qui est minimig dans la recherche de moindres eariCe ne pelitre qu’une estimation bids, car
trop optimiste de I'erreur de pediction; elle est Be aux doné@es qui ont sena I'ajustement du magle et est d’autant plus faible
que le moeéle est complexe. Cette estimation re@dnd que de la partie "biais” de I'erreur dégiction et ne prend pas en compte la
partie "variance” de la&@composition.

Cette estimation est nex :
_ 1 & ~
&p=- > Qi d(x:))-
i=1

C’est simplement léaux de mal clagssdans le cas qualitatif. Des agites de risque plus sophistigisont envis@gs dans un contexte
bayésien si des probabiéisa priori sont connues sur les classes ou encore déts cie mauvais classement (cf. chap@ye

La facon la plus simple d’estimer sans biais I'erreur dedftion consisté calculeré; sur unéchantillon in@épendant n'ayant
pas particig a I'estimation du moéle. Ceci @cessite donc éclater Iechantillon en trois parties respectivement apeshpprentis-
sage validationettest:

z = ZpAppr U Zvalid U ZTest:
i é;(zAppr) est minimige pour estimer un mete,
i. £p(zvaiq) sertala comparaison des mélés au sein d'une &@me famille afin de&ectionner celui qui minimise cette erreur,
iii. EI\D(ZTest) est utilie pour comparer entre eux les meilleurs Bled de chacune desithodes consitées.

Cette solution n’est acceptable que si la taille éelirantillon initiale est importante sinon :

e la qualié d'ajustement estadjracbe cam est plus petit,

e lavariance de I'estimation de I'erreur pedite importante et ne peétre estinee.
Si la taille de lechantillon est insuffisante, le point ii ci-dessus :éestion de moéle est base sur un autre type d’estimation de
I'erreur de pédiction faisant appel sait une @nalisation soié des simulations.

3 Estimation avec genalisation
3.1 C, de Mallows

Le C,, de Mallows fut, historiquement, le premier énié visan& une meilleure estimation de 'erreur dégiction que la seule
consictration de I'erreur d’'ajustement (ou &%) dans le modle linéaire. Il repose sur une mesure de la qéalitr la base d’'un risque

1plusieurs @compositions concurentes d@é propoges dans le cas qualitatif mais leur explicitation est moins claire.
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quadratique. L'erreur de pdiction se @compose en :
Ep = é;(ZAppr) + Optim

qui est I'estimation par resubstitution ou taux d’erreur apparent plus le biais par abus d’optimisme. Il s’agit donc d’estimer cette
optimisme pour apporter une correction et ainsi une meilleure estimation de I'erreur ré&heette correction peut prendre plusieurs
formes. Elle est Bea I'estimation de la variance dans laabmposition en biais et variance de I'erreur ou c’est encore &maligation
assocdkea la complexié du moeéle.

Son expression eséthillee dans le cas de lagression ligaire chapitre2. On montre (cf. Hastie et col. 20013, des fins de
comparaison qu'il peut aussi se mettre sous une f@&quévalente :

~ .d
Cp=Ep+2-5>
n

ol d est le nombre de parastres du modles (nombre de variables plus un})Je nombre d’observations? une estimation de la
variance de I'erreur par un meke de faible biais. Ce dernier point est fondamental pour la @uditcrigre, il revienta supposer que
le mockle complet (avec toutes les variables) est le “vrai” Bledu tout du moins un métk peu biaig afin de conduiré une bonne
estimation de de2.

3.2 AIC, AlIC_, BIC

Contrairement a’, assoc a un risque quadratique, le @re d’information d’Akake (AIC) decoule d'une expression de la
qualitt du mo@le bage sur la dissemblance de Kullback. Il ségente sous une forme similaire mais pléségale que leC), de
Mallows. Il s’applique en effed tout moele estingé par maximisation d’une log-vraisemblan€et suppose que la famille de dessit
consicerées pour moéliser la loi deY” contient la “vraie” densé deY'.

Aprés quelques@&eloppements incluant de nombreuses approximations (estimation deepasapar maximum de vraisem-
blance, propites asymtotiques, formule de Taylor), le eri d"Akdke se met sous la forme :

AIC = -2L + QE.
n

Dans le cas gaussien en supposant la variance connue, moindéssetadwviance coincident, AIC ediquivalent auC},. Ce criere
pos®de une version plus raffse (AIC.) dans le cas gaussien et plus partietéiment adape aux petit&€chantillons et asymptotique-
mentéquivalente lorsque est grand.

n+d
n—d—2

Une argumentation de type kizsien condui& un autre crié¢re BIC Bayesian information criterionqui cherche, approximative-
ment (asymptotiquement), le mélé asso@a la plus grande probabiifa posteriori Dans le cas d’'un made issu de la maximisation
d’'une log-vraisemblance, il se met sous la forme :

AIC = 2L+

d
BIC = —2L + log(n)—.
n

On montre, dans le cas gaussien et en supposant la variance connue que BIC est proparit@reefec le facteur 2 remplagar
log n. Ainsi, d&s quen > €2 ~ 7,4, BIC tenda pénaliser plus lourdement les midds complexes. Asymptotiquement, on montre
que la probabilié pour BIC de choisir le bon mete tend vers 1 lorsque tend vers l'infini. Ce n'est pas le cas d’AIC ni dtj, qui
tendent alors choisir des maogles trop complexes.&nmoins taille fini, petite, BIC risque de se limitardes modles trop simples.

Quelque-soit le criire adopt, il est facile de choisir le made pesentant le plus faible AIC, AlCou BIC parmi ceux consiles.
Globalement, si I'estimation du méte cecoiule d’'une maximisation de la vraisemblance, estimation et choix délmmeliennena
minimiser un criere de vraisemblancepali€e sécrit sous la forme :

Crit = f(Vraisemblancg+ Pénalisatiorid)
ou f est une fonction &croissante de la vraisemblaneelpg) et la penalisation une fonction croissante de la compéeglit moele.

Les crieres ci-dessus ont pour la plupat cefinis dans le cadre du melke classique deegression multiple pour lequel il existe
de nombreusesférences et certairtde gerérali€s ou adaj@sa d’autres néthodes erétendant la notion de nombre de degde
libertésa des situationstole nombre de paragtres du moéle n’est pas explicite (lissage oegularisation).

Ainsi, pour les modles non-ligaires voire plus complexes (non-pag&rigues en dimension infinie), le nomhiele paramtres
doit &tre remplaé par une mesure de compléxji(c). Par exemple, les meétes lireaires se mettent sous une formg = Hy
en incluant les rathodes deégularisationfdge) ou de lissage (spline)iola matriceH dépend uniquement des. Dans ce cas, le
nombre effectif de paraétres est éfini comme la trace de la matridd : d(H) = tr(H). C’est encorel, le rang deX c’esta-dire
le nombre vecteurs de base (le nombre de variables +H) st une matrice de projection orthogonale. Dans d’autres situations
(perceptron), ce nombre de paratnes est plus difficil@ contbler car il fait intervenir les valeurs propres d’'une matrice hessienne.

3.3 Dimension de Vapnik-Chernovenkis

Cetindicateur mesure omplexié d’une famille de fonctions candidatasa cefinition un moele de pediction. Cette complesét
est bage sur le pouvoiseparateurde la famille de fonction.

Consicerons unéchantillon(x1, ..., x,) de RP. Il existe 2™ différentes magires de gparer ceéchantillon en deux sous-
échantillons. Paréfinition, on dit qu’'un ensemblE de fonctiondhacheou mieuxpulvérise(shatters) echantillon sile€™ separations
peuvengétre construites par défents regesentants de la famille de fonctidn Ainsi, par exemple, poys = 2, les fonctions ligaires
(droites) peuvent pubriser 3 points mais pas 4.
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DEFINITION 5.1 — Un ensemble de fonctionsfihis deRP dansR est dit de VC dimension (Vapnik-Chernovenkis) :
e tout jeu deh vecteurs ddRP peutétre pul\érisé.
e Aucun ensemble de+ 1 vecteurs ne peudtre pul\erisé par cet ensemble de fonctions.

Exemples
e LaVC dimension de I'ensemble des hyperplans dafi€Rp + 1.
e La VC dimension de I'ensemble des fonctigfisk, w) = sign(sin(w, z)) avecO < ¢ < z < 1 ol w est un parartre libre,
est infinie.
e La VC dimension de I'ensemble des indicatricegéires

p
fOx,w) =sign| > (wjz;) +1]  avec|x|| =1
j=1

et satisfaisant la condition :
p
2
fw]*>=> w}<C
j=1

depend de la constanég et peut prendre toutes les valeursidep.
Attention les VC dimensions ne sont pagales au nombre de paratres libres et sont souvent difficilasexprimer pour une famille
de fonctions donges.

Vapnik (1999) prouve de€sultats fondamentaux pour l&tirie de I'apprentissage :

e Un processus d’apprentissage est consistant si et seulement si la famille élesramhsiérés a une VC dimensioh finie.

e Lamajoration de la diffrence entre I'erreur d’apprentissage (ou par resubstitution ou erreur apparente) et I'errédiatiepr
dépend du rapport entre la VC dimensibmet la taillen de 'ensemble d'apprentissage.

e Linégalie de Vapnik, qui €crit sous une forme analog@eun intervalle de confiance, permet de coler 'erreur de
prédiction ou risque. Avec une probat#lit — rho :

~ h(log(%2) + 1) —log &
5P<5P+Wg<h> )—log§
n

Il est important de souligner que cettéegali€ ne fait pas intervenir le nombre de variables explicativesais le rapport
n/h. Elle ne fait pas intervenir non plus la loi conjointe inconnue du cogpleX ). Le deuxéme terme est grand (mauvaise
précision) lorsque le rapport/ i est faible di & une trop grande VC dimension et donc une famille de&tesdtrop complexe.
En pratique, il est important de minimiser simulkament les deux termes de Eqguation. La str&giea adopter est lprincipe de
minimisation structuge du risquéSRM) qui consisté faire de la VC dimensioh unevariable contblée Ayant c&fini uen €quence
ou structure de mades embtiés au sens de la VC dimension :

S1 C Sy C---CSg silesVCdimensions ass@ds erifient: hi; < hgy < -+ < hg.

Il s’agit de trouver la valeuk rendant le risque minimum et donc fournissant le meilleur compromis entre les deux termesgigiin
de Vapnik.

La complexié de la famille des mazdes peuétre contrade par diferents paragtires de la technique d’apprentissage caméil:
le nombre de neurones d’une couche dans un perceptron, Eedlegmpolyrdme, la contrainte sur les paratres comme eregression
ridge, une largeur de fétre ou paramtre de lissage...

4 Estimation par simulation

La validation croige est conceptuellement simple, efficace et largementégifiur estimer une erreur moyennant un surplus
de calcul. L'icee est d'ierer I'estimation de I'erreur sur pllusieueshantillons devalidation puis d’en calculer la moyenne. C'est
indispensable poutduire la variance et ainsi d@tiorer la pécision lorsque la taille dedchantillon initial est trop&duite pour en
extraire degchantillons de validation et test de taille suffisante.

ALGORITHME 5.1 : Validation croisée

e Découper aatoirement Echantillon enk parts (K'-fold) de tailles approximativemeggales selon une loi uniforme ;

e répeter K fois I'opération qui consisté mettre de oté I'une des partie, estimer le melé sur lesk — 1 parties restantes,
calculer I'erreur sur chacune des observations qui n’ont pas paréiéifiestimation ;

e moyenner toutes ces erreurs pour aboatitestimation par validation croige.

Plus pécigment, soitr : {1,...,n} — {1,..., K} lafonction d’indexation qui,pour chaque observation, donne I'attribution
uniformément adatoire de sa classe. L'estimation patidation croi€ede I'erreur de pediction est :

— 1 <& ~
ov = > Qi 0T ()
i=1
ol ¢(—*) désigne I'estimation de sans prendre en compte#géme partie de &chantillon.

Le choix K = 10 est le plus courant, c'est souvent celui pafalit des logiciels (Splus). Historiquement, la validation é@eis
a été introduite par Allen avedl = n (delete-one cross validatipnCe dernier choix n’est possible que paurelativement petia
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cause du volume des calculsagssaires et I'estimation de I'erreuépente une variance souvent importante car chacun deslesod
estimés est trop similaire au metk estingé avec toutes les observations. En revanchk, sst petit {(e. K = 5), la variance sera plus
faible mais le biais devient un prabshe épendant de la facon dont la qualde I'estimation se@frade avec la taille dedthantillon.

Minimiser I'erreur estinge par validation croée est une approche largement uééispour optimiser le choix d’'un méte au sein
d’une famille pararétrée.¢ est efini parf = arg ming Ecv(0).

4.1 Bootstrap

Cette section plus techniquédtit des outils encore peugsents dans les logiciels commerciaux, elle pénat salte en prentgre
lecture.

Introduction

L'id ée, d’approcher par simulatioMpnte Carlg la distribution d’un estimateur lorsque I'on ne coitrgs la loi de lechantillon
ou, plus souvent, lorsque I'on ne peut pas supposer qu’elle est gaussienne, est I'olgjeitiobootstrap(Efron, 1982).

Le principe fondamental de cette technique e&chantillonnage est de substitugda distribution de probabiBtinconnueF,
dont est issu Bchantillon d’apprentissage, la distribution empiriqiequi donne un poid$/n a chaqueé&alisation. Ainsi on obtient
un échantillon de taille: dit €chantillon bootstraelon la distribution empiriqué’, parn tirages akatoires avec remise parmi les
observations initiales.

Il est facile de construire un grand nombré&chantillons bootstrap.€. B = 100) sur lesquels calculer I'estimateur condern
La loi simulee de cet estimateur est une approximation asymptotiquement convergente sous déséypaisonnablésle a loi de
I'estimateur. Cette approximation fournit ainsi des estimations du biais, de la variance, donc d’un risque quadratigione éésn
intervalles de confiance (avétbeaucoup plus grand) de I'estimateur sans hygsgt{normalé) sur la vraie loi. Les grands principes
de cette approche sont rappeken annex€.

Estimateur né

Soitz* un échantillon bootstrap des doges :
z" = {(X*ltvyi‘)v SRR (x:wy:z)}'

L'estimateurplug-in de I'erreur de pediction€p (z, F'), pour lequel la distributiorF” est remplage par la distribution empiriqu@
(cf. sectionC1.1) est ckfini par :

PN 1
Ep(a", F) =~ nQ(yi, $o+ (w1))
i=1
ou ¢+ désigne I'estimation deb a partir de lechantillon bootstrap. Il condué I'estimation bootstrap de I'erreur moyenne de
prédictionEr [Ep(z, F)| par

=~ 1
Eooot = EplEp (2", F)] = Ep - Z nQ(Yi, == (z4)) | -
1=1
Cette estimation est apprdad par simulation :

1 B

oot = = 3 % > Qi byt (x2)).

B b=1 i=1

L'estimation ainsi construite de I'erreur deégliction est @réralement biaise par optimisme car, augdes simulations, lesémes
observationgx;, y; ) apparaissert la fois dans I'estimation du métk et dans celle de I'erreur. D’autres approches vigemtrriger
ce biais.

Estimateurout-of-bag

La premére s'inspire simplement de la validation cémes Elle consiére d’'une part les observationséts dans &chantillon
bootstrap et, d’autre part, celles qui sont lagsde 6té pour I'estimation du magle mais retenue pour I'estimation de I'erreur.

— 1 &1
goob:*E - E Qi By (4))
n 4 B;
=1 beK;

ol K; est I'ensemble des indicésdeséchantillons bootstrap ne contenant pasdime observatioa 'issue desB simulations et
B, = |K;| le nombre de ceschantillons ;B doit étre suffisamment grand pour que toute observation n’aié@aiée au moins une
fois ou bien les termes avé¢; = 0 sont suppriras.

L’estimationfc,;J résout le prol#me d’un biais optimiste auquel est COHfI@E‘kf/B; mais néchappe pas au biais introduit pas la
réduction tel qu'il est signalpour I'estimation pas validation créefcy. C'est ce qui a conduit Efron et Tibshirani (1997) a proposer
des correctifs.

Estimateur .632-bootstrap

La probabilie qu’'une observation soit &e dans ugchantillon bootstrap est

1 1
Pxiex**]=1-(1-—)"~1->~0,632.
n e

2Echantillon inéépendant de Bme loi et estimateur irghendant de I'ordre des observations.
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Tres approximativement, l&édradation de I'estimation provoge par le bootstrap et donc la 8ualuation de I'erreur sont analogues
a celle de la validation croé® aveck = 2. A la suite d’un raisonnement trop long pogttre reproduit ici, Efron et Tibshirani
(1997) proposent de compenser @xcl’'optimisme du taux apparent d’erreur etésxde pessimisme du bootstia-of-bagpar une
combinaison : o - -

E632=0,368 X Ep + 0,632 X Egop-

4.2 Remarques

e Toutes les estimations de I'erreur dégiction consiérées (gnalisation, validation croée, bootstrap) sont asymptotiquement
equivalentes et il n’est pas possible de savoir laquelle eaeent seran fini, la plus pécise. Une large part d’'arbitraire ou
d"expérience” péside donc le choix d’'une estimation @tfu’une autre.

e Conceptuellement, le bootstrap est plus com@igtpratiquement encore peu uglidéanmoins, cet outil joue uidle central
dans les algorithmescents de combinaison de n&bels (cf. chapitréd) en association avec une estimatiout-of-bagde
I'erreur. Il ne peugtre reglige.

e L'estimateur .632-bootstrap pose des pémbés en situation de sur-ajustement aussi Ex®es auteurs ont propgosin rectif-
catif compEmentaire nd@.632+bootstrap

e Comme le signale Vapnik, I@solution d’un proliime de modlisation : egression ou discriminatianfin piedictive doit, dans
la mesure du possible,&Vviter de se ramenérun probéme finalement beaucouop plus complexe comme celui de I'estimation
d’une densi multidimensionnelle. C’est ainsi typiquement le cas en analyse discriminante noreparae

Ce qu'il faut retenir en conclusion, c’est que I'estimation d’'une erreur éeliption est une dgration elicate aux coriquences
importantes. Il est doncatessaire

e d'utiliser le meme estimateysour comparer I'efficacit de deux rathodes,

e de se montrer &s prudent, en dehors de tout €yse d’hypotses probabilistes, sur le cagxet absolu d’'une estimation dans

I'objectif d’'une certification.

Dans ces deux derries situations, le recouasunéchantillon test de bonne taille est difficilement contournable alors qu’en situation
de choix de moéle au sein d’'une &me famille, un estimateur (peéthantillon de validation, validation cr@s) pluseconomique
est adait en supposant implicitement que le biais induit est identique d’'uretead’autre.



Chapitre 6

Analyse Discriminante Decisionnelle

1 Introduction

L'objet de ce chapitre est I'explication d’'une variable qualitalivé@n modaliés pamp variables quantitativeX 7,5 = 1,...,p
obsenees sur un@meéchantillon2 de taillen. L'objectif de I'analyse discriminanteatisionnelle @borde le simple cadre descriprif
de I'analyse facorielle discriminante (AFD). Disposant d’un nouvel individu (ou de plusieurs, c’eéntee those) sur lequel on a
obsene les X7 mais pasY’, il s’agit maintenant deléciderde la modalié 7, de Y (ou de la classe correspondante) de ce nouvel
individu. On parle aussi de prabhe daffectation LADD s'applique doncégalement la situation pecedente de laégression
logistique (n = 2) mais aussi lorsque le nombre de classes est plus grand que 2.

Pour cela, on va@finir et étudier dans ce chapitre desgles de dcision(ou d’affectation) et donner ensuite les moyens de
les évaluer sur un seul individux = (z!,...,xP) désigne les observations des variables explicatives sur cet indiigy/ =
1,...,m} les barycentres des classes caswdur [echantillon e le barycentre global.

La matrice de covariance empirique sEdmpose en
S=8S.+S,.
ou S, est appede variance intraclasse (within) oesiduelle :
m
Sr =X,'DX; = > wi(x; —ge)(xi — 80),
L=1i€Qy
etS. la variance interclasse (between) ou expdigu

(=1

2 Regle de dcision issue de 'AFD

2.1 Cas @néral : m quelconque

DEFINITION 6.1 — On affectera l'individuc & la modalie deY” minimisant :

dé—l(xvge)vz = 17"'7m'

Cette distance seedompose en
a3 (% 8e) = x — gell 1 = (x — g0)'S; (x — g0)
et le probéme revient dona maximisér
g8, 'x — %gZSFlgz.
Il s’agit bien d’une egle lirtaire enx car elle peut €crire : Ayx + by.

2.2 Cas patrticulier :m =2

Dans ce cas, la dimensierde I'AFD vaut 1. Il n’y a qu’une seule valeur propre non nullg, un seul vecteur discriminant et
un seul axe discriminanh . Les 2 barycentreg; etgs sont surA, de sorte que’ est colireairedg; — go.

L'application de la égle de @cision permet d’affectex a7; si:
_ 1 _ _ 1 _
g8, 'x — 0818, e > ghS I x — JeiS e
c'esta-dire encore si

181+ 82

(g1 —82)'S; 'x > (g1 — 82)'S;, 2

47
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Remarque

La regle de écision leea I'AFD est simple mais elle est lin@ie et insuffisante notamment si les variances des classes ne sont
pas identiques. De plus, elle ne tient pas compte @ghintillonnage poux : tous les groupes n'ont pagcessairement la @me
probabili€ d’occurence.

3 Regle de dcision baysienne

3.1 Introduction

Dans cette optique, on consie que la variabl®”, qui indique le groupe d’appartenance d’un individu, prend ses valeurs dans
{7T1,...,7Tm} etest munie d’'une loi de probabéitry, ..., m,. Les probabiliést, = P[7;] repesentent les probab#isa priori
des classes ou groupeg. On suppose que les vectewrsles observations des variables explicatives suivent, connaissant leur classe,
une loi de densé
fe(x) = P[x | 7(]

par rapporty une mesure déférencé.
3.2 Deéfinition

Une ’gle de @cision est une applicatichde2 dans{71, . .., 7, } qui, a tout individu, lui affecte une classe connaissarfa
définition depend du contexte degfude et prend en compte la

e connaissance ou non delte de mauvais classement,

e connaissance ou non des laigriori sur les classes,

e nature akatoire ou non deé&chantillon.

On désigne pat, | 4 le calt du classement darg d'un individu de7j. Le risque de Bayed'une egle de écisiond exprime alors
le calt moyen :

m

Réi FkZCg‘k/ fk(x)dx
1 =1 {

k— x| 8(x)=T;}

ou f{x | 5(0)=T;} fr(x)dx repesente la probabibtd’affecé x a 7, alors qu'’il est dangy,.

3.3 Cdits inconnus

L'estimation des cbts n’est pas du ressort de la Statistique et, s'ils ne sont pas connus, on suppose simplement qu’ils sont tous
égaux. La minimisation du risque oagle de Bayes revient aloésaffecter toutx a la classe la plus probable c’ésdirea celle qui
maximise la probabilé& conditionnellea posteriori: P[7; | x|. Par le tttoeme de Bayes, ona:

Pl ) = PTS0 _ PUTPIx | )
(x] Plx]
avec le principe des probab#i totales P[x] = >}, P[7;].P[x | Tp].
CommeP[x] ne cepend pas dé, la regle consistera choisirZ, maximisant
P[1,).Plx | Tg] = m¢.Plx | 7¢;

P[x | Ty] est la probabilé d’observerx au sein de la classg;. Pour une loi dis@te, il s’agit d’'une probabilé du typeP[x =
x! | Ty] et d'une densit f(x | 7;) pour une loi continue. Dans tous les cas nous utiliserons la notAtio:).

La regle de écision sécrit finalement sous la forme :

o(x) = arge:riiaxm o fe(x).

3.4 Deétermination desa priori

Les probabiliesa priori 7, peuvent effectivemeréitre connues priori : proportions de divers groupes dans une population, de
diverses maladies. . . ; sinon elles sont egmsur Echantillon d’apprentissage :

Ty = wp = % (si tous les individus ont le &me poids)

a condition qu'il soit bien ugchantillon akatoire susceptible de fournir des estimations correctes@msences. Dans le cas contraire
il restea consi@rer tous lesr, égaux.

3.5 Cas patrticuliers

e Dans le caswles probabiliésa priori sontégales, c’est par exemple le cas du choix de probabiiibn informatives, laegle
de ckcision bagsienne revient alo@ maximiserf,(x) qui est la vraisemblance, au seindle de I'observationx. La regle
consiste alors choisir la classe pour laguelle cette vraisemblance est maximum.

1La mesure de Lebesgues pour des variatélelias, celle de comptage pour des variables qualitatives



4. Regle bagsienne avec made normal 49

e Dansle casom = 2, on affectex a7 si:
1(x T2
) ™
fa(x) = m
faisant ainsi appaf@e un rapport de vraisemblance. D’autre part, I'introduction digsde mauvais classement éifénts
selon les classes @nea modifier la valeur limiters /71 .

Finalement, il resté& estimer les dengis conditionnelleg,(x). Les differentes rathodes d’estimation congittes conduisent
aux nethodes classiques de discrimination &sgignne objets des sections suivantes.

4 Regle bayesienne avec moele normal

On suppose dans cette section que, conditionnelle&n@ntx = (z1, ..., zp) est 'observation d’'un vecteuré&atoire gaussien
N(py, 2¢); e est un vecteur de Ret 3, une matrice(p x p) symétrique et éfinie-positive. La dengitde la loi, au sein de la
classe7y, s’écrit donc :

1 1 J—
09 = Trgermye P [ T B e

L'affectation dex a une classe se fait en maximisant f,(x) par rapporél soit encore la quanét:
1 1 —
In(mg) — By In(det(%,)) — E(X — 1), HESTHE

4.1 Heterosedasticite

Dans le cas@réral, il n'y a pas d’hypotbse supg@mentaire sur la loi d& et donc les matricex, sont fonction dée. Le critere
d’affectation est alorguadratiqueenx. Les probabilies 7, sont supposes connues mais il esecessaire d’estimer les moyennes
1, ainsi que les covarianc@, en maximisant, compte tenu de I'’hypéte de normak, la vraisemblance. Ceci condaiestimer la
moyenne

Ky = 8¢
par la moyenne empirique dedans la classepour I'échantillon d’apprentissage BY, par la matrice de covariance empirigsi,

1

ng — 1

> (xi —ge)(xi — ge)

i€Q,

* o __
Rl =
pour ce némeéchantillon.

4.2 Homoseédasticite

On suppose dans ce cas que les lois de chaque classe partagémdasiructure de covariand& = 3. Supprimant les termes
indépendants d& le criterea maximiser devient

1 _ _
In(me) = o %y g + w3y x
qui est cette foidinéaire enx. Les moyenneg, sont estinkes comme @édemment tandis quE est estinge par la matrice de
covariance intra empirique :
m
DY i —go)(xi—ge)-

=1ieQy,
Si, de plus, les probabiésm, sontégales, agrs estimation le critre sécrit :

1

n—m

Sk =

1
Z/S* 1 Z/S* 1 7
On retrouve alors le cere de la section 2 issu de I'AFD.

4.3 Commentaire

Les hypotléses : normali, éventuellement I'homogalasticié, doiventetre \erifiees par la connaissanaeriori du pkenonene
ou par unettude pealable de Bchantillon d’apprentissage. L'hypatse d’homosedasticig, lorqu’elle est @rifiee, permet deaduire
tres sensiblement le nombre de paétresa estimer et d’abouti des estimateurs plus fiables car de variance né@we. Dans le
cas contraire, chantillon d’apprentissage déitre de taille importante.

5 Regle baysienne avec estimation non paragtrique

5.1 Introduction

En Statistique, on parle d’estimation non paérngue ou fonctionnelle lorsque le nombre de paraEsa estimer est infini.
L'objet statistiquea estimer est alors une fonction par exemple&geassiory = f(z) ou encore une denéitle probabilé. Dans ce
cas, au lieu de supposer qu’on a affa@inene densé de type connu (normale) dont on estime les patees, on cherche une estimation
f de la fonction de densitf. Pour toutz de R, f(x) est donc estirge parf(x).
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Cette approcheés souple a I'avantage de ne p&eessiter d’hypose particubre sur la loi (seulement l&gularié de f pour
de bonnes propgies de convergence), en revanche elle n'est applicable qu'avéchastillons de grande taille d’autant plus que le
nombre de dimensionsest grand urse of dimensionalijy

Dans le cadre de I'analyse discriminante, césthodes permettent d’estimer directement les desigit(x). On consi@re ici
deux approches : la@thode du noyau et celle deglus proches voisins.

5.2 Meéthode du noyau
Estimation de dengit

Soityi, ..., yn n Observationgquipon@rées d’une v.a.r. continug de densi¢ f inconnue. SoitK (y) (le noyay une densi
de probabilie unidimensionnelle (sans rapport aygcet /& un réel strictement positif. On appelle estimation fipar la néthode du

noyau la fonction
2 L& Y—Yi
= — K|——].
Fv = K (U5)

Il est immédiat de erifier que

+oo
Yy ER, f(y) >0 et [ Fly)dy = 1;

h est apped largeur de fetreou paranetre ddissage plush est grand, plus I’estimatioﬁdef est eguliere. Le noyaus est choisi
centé en 0, unimodal et sy@trique. Les cas les plus usuels sont la déngé#tussienne, celle uniforme qurl, 1] ou triangulaire :
K(z) = [1 — |z[]1[—1,1)(z). La forme du noyau n'est pass cterminante sur la quaditde I"estimation contrairemeatla valeur
deh.

Applicationa I'analyse discriminante

La méthode du noyau est utiée pour calculer une estimation non paétmngue de chaque densif,(x) qui sont alors des
fonctions @finies dans R. Le noyauK* dont doncgtre choisi multidimensionnel et

ﬁ@):n;p§jkﬁ<i%ﬁ).

i€Q,

Un noyau multidimensionnel pe&tre cefini a partir de la densétusuelle de lois : multinormal®’;, (0, ) ou uniforme sur la spre
unité ou encore par produit de noyaux unidimensionnels :

P
W®=Hmw.

j=1

5.3 £ plus proches voisins

Cette neéthode d’affectation d’un vectewrconsistea enchiner lesétapes dcrites dans I'algorithme ci-dessous.

ALGORITHME 6.1 : k-nn
e Choixdunentierk : 1 > k > n.

e Calculer les distancedn (x,x;), ¢ =1,...,n 00 M est la nétrique de Mahalanobis c’est-dire la matrice inverse de
la matrice de variance (ou de variance intra).
o Retenir lest observationsc(y), . . ., Xy pour lesquelles ces distances sont les plus petites.
e Compter les nombres de fdis, . . .,k que cesc observations apparaissent dans chacune des classes.
e Estimer les dengts par
~ ke
f@(x) - k}Vk (X) I

ol Vi (x) est le volume de I'ellipside {z|(z — x)"M(z — x) = dm (X, X)) }-

Pourk = 1, x est affeck a la classe du plus proclaement.

Comme toute technique, cellesegentes ci-dessusatessitent legglage d’'un parastre (largeur de fegtre, nombre de voisins
consicerés). Ce choix s’apparenteun choix de moéle et recessite le @me type d’approcha savoir I'optiomisation d’un crire
(erreur de classement, validation céeqcf. chapitré).

6 Exemple

Une preméreétape de traitement des d@as bancaires permet tout d’abord é&estionner pagélimination un sous-ensemble
des variablea 'aide de la proédurestepdisc . La variable qualitativeexe est consiérée comme une variable quantitative (0, 1).
Ceci pourrait, abusif maiséguent en pratique, s@eralisera d'autres variables qualitatives @b nurgriquement. Les variables
discriminantes n’'ont plus gue de sens mais, si la discrimination fonctionne. ..
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proc stepdisc data=sasuser.vispremt;
class carvp;

var sexer ager relat opgnbl--dnbjdl;
run;

Les variables ainsiéectionrees sont utiliées dans deux algorithmes de discrimination. Le premier, non-gaiigme, utilise les
k plus proches voisins tandis que le detme fait implicitement I'hypotése de normakt des distributions. dans les deux cas, une
pseudo proedure de validation croi® permet d’estimer les taux de mauvais classement. Il ne s’agit en effet pas d’usdupecde
validation croige explicite car les matrices de variances sont caésuline fois pour toute et donemendent des individus pievoir.

proc discrim data= sasuser.vispremt

method=npar k=11 crossvalidate;

class CARVP;

var MOYRVL SEXER BOPPNL GAGECL OPGNBL QCREDL
FACANL XLGMTL RELAT HAVEFL GAGEML ENDETL LGAGTL
VIEMTL TAVEPL ITAVCL AGER;

run;
Error Count Estimates for CARVP:
Cnon Coui Total
Rate 0.2191 0.2801 0.2496
Priors 0.5000 0.5000

proc discrim data= sasuser.vispremt

method=NORMAL crossvalidate;

class CARVP;

var MOYRVL SEXER BOPPNL GAGECL OPGNBL QCREDL
FACANL XLGMTL RELAT HAVEFL GAGEML ENDETL LGAGTL
VIEMTL TAVEPL ITAVCL AGER;

run;
Error Count Estimates for CARVP:
Cnon Coui Total
Rate 0.1784 0.2689 0.2236
Priors 0.5000 0.5000

La valeur dek pourraitétre sans doute atioree mais il semble que dans ce cas, I'approche patrégoe fasse un peu mieux. La
comparaison entreégression logistique et analyse discriminante demande un peu d’attention et surtout la constéataisiepd’'un
échantillon test.
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Chapitre 7

Arbres binaires

1 Introduction

Ce chapitre s'irtresse aux Ethodes ayant pour objectif la constructioarres binairesou dendogrammes, mélisant une dis-
crimination ou uneé&gression. Compmentaires des @thodes statistiques plus classiques : analyse discriminagtession ligaire,
les solutions obtenues sonégenées sous une forme graphique simplaterpéter, néme pour des&ophytes, et constituent une aide
efficace pour l'aided la cecision. Elles sont baes sur un @coupage, par des hyperplans, de I'espace engguadrles variables ex-
plicatives. Nomnges initialement partitionnemeréaursif ou segmentation, legeeloppements importants de Breiman et col. (1984)
les ont fait conntire sous I'acronyme de CART : Classification and Regression Tree ou encore de C4.5 (Quinlan, 1993) dans la com-
munaué informatique. L'acronyme correspoadieux situations bien distinctes selon que la varialgepliquer, moéliser ou pévoir
est qualitative (discrimination ou en anglalassification) ou quantitative @gression).

Ces nethodes ne sont efficaces que pour des taillestdintillons importantes et elles sorésticalculatoires. Les deux raisons :
mockle graphique deétision simplea interpéter, puissance de calcukécessaire, suffisert expliquer leur populaétrecente. De
plus, elles requirent pludt moins d’hypotkses que des@thodes statistiques classiques et semblent paéienfient adapes au cas
ou les variables explicatives sont nombreuses. En effet, ls&&groe de glection des variables est@gieea I'algorithme construisant
I'arbre, d’autre part, les interactions sont prises en compéanihoins, cet algorithme suivant une €tgie¢ pasa pas herarchige, il
peut, comme dans le cas du choix de @lectn égression, passarcoe d'un optimum global. Ceci souligne encore I'importance de
confronter plusieurs approches sur leBmes donées.

2 Construction d’'un arbre binaire
2.1 Principe

Les doniges sont constiftes de I'observation de variables quantitatives ou qualitatives explicativéé et d’'une variablex
expliquerY” qualitativeam modali€s{7Z;;¢ = 1..., m} ou quantitative&elle, obserées sur uechantillon de: individus.

La construction d’un arbre de discrimination binaire (cf. figRr® consisted determiner une&quence daeceuds

e Un nceud esté&fini par le choix conjoint d'une variable parmi les explicatives et d'division qui induit une partition en
deux classes. Implicitemers, chaque noeud correspond donc un sous-ensemblédm®iitilon auquel est appliga une
dichotomie.

e Une division est elle-i@me finie par une valeur seuil de la variable quantitat®estionrée ou un partage en deux groupes
des modaliés si la variable est qualitative.

e A la racine ou nceud initial correspond I'ensemble deliiantillon ; la proédure est ensuiteéifee sur chacun des sous-
ensembles.

L'algorithme consiéré récessite :

i. la définition d'un criere permettant deefectionner la “meilleure” division parmi toutes celldmissiblepour les diferentes
variables;;

ii. une egle permettant deétider qu'un noeud est terminal : il devient ainsi tieille;
iii. I'affectation de chaque feuilla 'une des classes @uune valeur de la variabieexpliquer.

Le point (ii) est le plus dlicat. Il correspond encoila recherche d’'un mede parcimonieux. Un arbre trogethille, assod@ a une
surpararatrisation, est instable et donc probablement pkfaillant pour la pevision d’autres observations. La contribution majeure
de Breiman et col. (1984) est justement une 8 de recherche d’arbre optimal. Elle consiste

i. construire I'arbre maximalmax,

ii. ordonner les sous-arbres selon uaguence emhtee suivant la @croissance d’un céte Enali€ de éviance ou de taux de
mal-clas§s,

iii. puisa lectionner le sous-arbre optimal ; c’est la @rdare délagage

Tous ces points songthilles ci-dessous.
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Revenu < 10000 Revenu > 10000

FiIG. 7.1 — Exempleelementaire d'arbre de classification.

2.2 Critere de division

Une division est ditedmissiblesi aucun des deux nceuds descendants quéeaudent n’est vide. Si la variable explicative est
qualitative ordinale aves modali€s, elle fournitim — 1) divisions binaires admissibles. Si elle est seulement nominale le nombre
de divisions pass22(™—1) — 1. Une variable quantitative se r&me au cas ordinal.

Le critere de division repose sur l&fihition d’'une fonction dhéterogereité ou de @sordre explicée dans la section suivante.
L'objectif etant de partager les individus en deux groupes les plus hemesgau sens de la variadlexpliquer. L'teterogergitée d’'un
nceud se mesure par une fonction négative qui doiétre

i. nulle si, et seulement si, le nceud est hogmgy: tous les individus appartiennénta méme modalié ou prennent la Bme
valeur deY'.

ii. Maximale lorsque les valeurs dé sontéquiprobables oués disperses.

La division du nceud: crée deux fils, gauche et droit. Pour simplifier, ils son&sék + 1) et (k + 2) mais une re-nugrotation
est recessaire pour respecter Egsence de sous-arbres qui sezarie dans la section suivante.

Parmi toutes les divisions admissibles du ncepichlgorithme retient celle qui rend la somni# ;. | 1y + D(j2) des @sordres
des nceuds fils minimales. Ceci revient encoresoudrea chaquettapek de construction de I'arbre :

max Dy — (D + D
{divisions deX 7 ;j=1,p} k ( (k1) (k+2))

Graphiquement, la longueur de chaque branchegtezitepésenge proportionnellemeidtla ieduction de I'leterogereéité occasionee
par la division.

2.3 Regle d'arrét

La croissance de I'arbre s’@&bea un nceud doré qui devient donc terminal ofeuille, lorsqu’il est homogne c’esta-dire
lorsqu'il n’existe plus de partition admissible ou, pdwiter un &coupage inutilement fin, si le nombre d’observations gu'’il contient
est infrieura une valeur seud choisir en gréral entre 1 et 5.

2.4 Affectation

Dans le cag” quantitative a chaque feuille est asséei une valeur : la moyenne des observations asssiicette feuille. Dans
le cas qualitatif, chaque feuille ou nceud terminal est &facine class&; deY en consiérant le mode conditionnel :

e celle la mieux repesenée dans le nceud et il est ensuite facile de compter le nombre d’objets makclass

e la classea posteriorila plus probable au sens bayesien si des probasélipriori sont connues;

e la classe la moins dibeuse si des €its de mauvais classement sont desin

3 Criteres d’homogenéite
Deux cas som consiérer.

3.1 Y quantitative

On consiere le cas plusé&réral d’'une division ernJ classes. Soit: individus et une partition ed classes de tailles;; j =
1,...,J avecn = ijl nj. On nunerotei = 1,...,n; les individus de lgiéme classe. Sojt;; (respy;;) la valeur “treorique”
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(resp. I'observation) d& sur I'individu (z, j) : le ieme de lgiéme classe. L'éterogereite de la classg est cfinie par :
nj nj

Dj = (mij —pj)° avec pj=» .

i=1 i=1
L’héterogereité de la partition estéfinie par :
J nj
SIS WS
Jj=1 j=1l1i=1

c’est l'inertie intra (homognea la variance intraclasse) qui vabt= 0 si et seulement gi;; = p.; pour tout: et tout;.
La difference d’leterogereitée entre I'ensemble non paréagt I'ensemble partégselon la partition/ est

j J "
Z /Jijfﬂ-»)2fzz Hij — [ OU/J ZZ#Z]
im1 Jr R

]111

A =

M“ Il'Mu

ng (. — pj)%
1

Sl
Il

c’est encore homamea la variance inter classe ou&sordre” des barycentres qui vaht= nina((u.1 — p.2)? pourJ = 2 dans
le cas qui nous ig@resse.

L'objectif, a chaquettape, est de maximiséx c’esta-dire de trouver la variable induisant une partition en 2 classes associ
une inertie (variance) intraclasse minimale ou encore qui rend l'inertie (la variance) interclasse la plus grande.

Les quantiés sont estiges :

nj
D;j par D; = (yij —v.5)° (7.1)
i=1
. J . nj
D par D = Y Dj=3 % (yij—v,) (72)
j=1 j=1i=1

Sous hypothse gaussienne :
Yij = p.j +u;; avec —+uj; ~ ./\/'(07 0'2),

lalog-vraisemblance

J ny
log L = Cste— flog 202 Z Z Yij —
Jj=11i=1
est rendue maximale pour
n 2
L, = s1;p log L = Cste— 5 log(c“) — Z Z(y”

j=1l1i=1

Pour le mogtle satué (une classe par individuy;; = 5 + u4;, cet optimum devient :

Ls= sup log L = Cste— 5 log( 2).

La déviance (par rapport au mele: satug) s'exprime alors comme :
D, =202(Ls —L,) =D

Le raffinement de I'arbre est donc as$oaiune @croissance, la plus rapide possible, dedaiance. C'est I'optique retenue dans
le logiciel Splus. On peut encore dire que la division retenue est celle qui rend le test de Fisher (analyse de variance), comparant les
moyennes entre les deux classes, le plus significatif possible.

3.2 Y qualitative

Dans ce cas, la fonction derogereite, ou de ésordre d'un nceud, eséfinie a partir de la notion d’entropie, du cie de
concentration de Gini ou encore d’une statistique de tegdiEn pratique, il s’a&re que le choix du cére importe moins que celui
du niveau délagage. Le premier céite (entropie) est souventgiere (Splus) car il s'intergite encore comme un terme devéance
mais d’'un moéle multinomial cette fois.

On consi@re une variabl@ expliquer qualitativeY” a m modali€s ou catgories7 numéroges? = 1,...,m. L'arbre induit
une partition pour laquelle . ;, désigne I'effectif de l&k&me classe okéme noeud. Soit

m
pex = P[To | k] avec Yy ppx =1
=1

la probabilie qu’'unélement dukeme nceud appartienada/éme classe.



56 Chapitre 7. Arbres binaires

Le désordredu keme nceud, &fini & partir de I'entropie, €crit avec la conventiofilog(0) = 0. :

m
Dy = =2 nyxper log(per)
=1

tandis que I'ieterogereité ou cesordre de la partition est encore :

D= Z Dy = -2 Z Z 14k Pek 108 (Pek).-

k=14=1

Cette quanti est positive ou nulle, elle est nulle si et seulement si les protshilit, ne prennent que des valeurs 0 sauf agalea
1 correspondart I'absence de &lange.

Désignons panyy, I'effectif obsené de laléme classe dans l&eme nceud. Un nceudde I'arbre repesente un sous-ensemble
de I'echantillon d'effectifn_, = > 7% 1 ngs.

Les quantiés sont estir@es :

m
Dy paDy = —22n+k%logﬂ (7.3)
N4k Nk
K Y K m n
D par D = Y Dpi=-23 3 nglog—*~. (7.4)
k=1 k=10=1 Ntk

Consicerons, pour chaque classe ou naéudn moatle multinomialam caggories de paraétre :

Pk = (P1ks- - Pmk); V€S Y ppp = 1.

=1
Pour ce modle, lalogvraisemblance :
K m
log L = Cste+ Z Z nek log(pek)
k=1¢=1
est rendue maximale pour
K m
Ly = sup log L = Cste+ Z Z ok log
k=1¢=1

Pour le moeéle satue (une catgorie par objet), cet optimum prend la valeur de la constante éviante (par rapport au meld
satug) s’exprime comme :

+k

HMN

Uil ~
Z klog—:D.

Comme pour I'analyse discriminant@dsionnelle, les probabiés conditionnelles sontfinies par la&gle de Bayes lorsque
les probabiliesa priori 7, d’appartenance la/éme classe sont connues. Dans le cas contraire, les prombiéitchaque classe
sont estinges sur Echantillon et donc les probabéi conditionnelles s’estiment simplement par des rapports d'effegijfs est
estimée pamy /n k. Enfin, il est toujours possible d’introduire, lorsqu’ils sont connus, déssade mauvais classement et donc de
se ramenea la minimisation d’'un risque bagien.

4 Elagage

Dans des situations complexes, &nthrche prop@e conduit des arbres exdmement raffis et don@ des modles de pevision
trés instables car fortemengégendants deschantillons qui ont permis leur estimation. On se trouve donc dans une situation de sur-
ajustemena éviter au profit de magles plus parcimonieux donc plus robuste au moment deekdgpon. Cet objectif est obtenu par
une pro&dure délagage(pruning) de l'arbre.

Le principe de la @marche, introduite par Breiman et col. (1984), consist®nstruire une suite emitee de sous-arbres de
I'arbre maximum paélagage successif puschoisir, parmi cette suite, I'arbre optimal au sens d’'ureggitLa solution ainsi obtenue
par un algorithme pad& pas n’est pasatessairement globalement optimale mais I'effiéaettla fiabilie sont peferéesa I'optimalité.

4.1 Construction de la £quence d’arbres

Pour un arbred donrg, on notekX le nombre de feuilles ou nceuds terminaux4lgla valeur deK exprime la complexé de A.
La mesure de quaétde discrimination d’un arbrd s’exprime par un crére

K
=Y Di(4)
k=1

ou Dy (A) estle nombre de mal claasou la @viance ou le cat de mauvais classement dedame feuille de I'arbred.
La construction de laégjuence d’'arbres emhiés repose sur unépalisation de la complextde I'arbre :

C(A) = D(A) + 7K.
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FIG. 7.2 —Carte Visa : choix du nombre de feuilles paechantillon de validation (SEM, 2001).
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FIG. 7.3 —Carte Visa : arbre de écisionélagLé suivant Iechantillon de validation(SEM, 2001).
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296/869
moyrvqg:MO,M1
moyrvq:M2
98/581
pcspq:Pcad,Pint dmvtpq:D1
pcspq:Pemp,Pouv,Psan / dmvtpq:D0,D2
\
@ Cnon Coui
271382 17/85 22/203
dmvtpqg:D1 uemnbq:UO,Ul
/ dmvtpqg:D0,D2 uemnbq:U2
Cnon Cnon
3/72 59712 9/266
sexeq:Sfem dmvtpq:DO
dmvtpq:D1,D2
\

/ sexeq:Shom

Cnon @ @ Cnon
8/97

6/34 31/93 9/19

relatq:rO rocnbq:RO

relatq:R2,r1 rocnbq:R1

/ / \
Coui Cnon Coui
11/54 19/39 1/10 0/9
moyrvq: MO0
moyrvqg:M1
/ \
Cnon Coui
3/17 6/22

FiG. 7.4 —Carte Visa : arbre de dcision (Splus, 1993lagLe par validation croige.
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Poury = 0, Amax = Ax minimiseC(A). En faisant créire v, I'une des divisions del k, celle pour laquelle I'ar@lioration de
D est la plus faible (irérieurea ), apparét comme superflue et les deux feuilles obtenues sont regesuplaglees) dans le nceud
pére qui devient terminalA i devientAg ;.

Le procce est ieré pour la construction de l&guence emlitee :
Amax=Ag D Ax_1D -4

ou Ay, le nceud racine, regroupe I'ensemble deliantillon.

Un graphe refsente la écroissance o@boulis de la @viance (ou du taux de mal cl&s3 en fonction du nombre croissant de
feuilles dans I'arbre ou, c’egfuivalent, en fonction de la valeuectoissante du coefficient démalisationy.

4.2 Recherche de I'arbre optimal

Les proédures celagage difrent par la fagon d’estimer I'erreur deépliction. Le graphe @eedemment obtenu peut se lire
comme uréboulis de valeur propre. Quand I'&éfioration du crigre est jug trop petite ou agligeable, orelague I'arbre au nombre
de feuilles obtenues. &valuation de la @viance ou du taux de mauvais classement éstipar resubstitution sui€ichantillon d’ap-
prentissage est bide (trop optimiste). Une estimation sans biais est obtenue par I'utilisation d’'unémiiaatillon (validation) ou
encore par validation crae. La proédure de validation croée pésente dans ce cas une particudadar la €quence d'arbres ob-
tenue est diffrente pour chague estimation sur I'un des seefgantillons. L'erreur moyenne n’est pas, dans ce cas, éalqour
chaque sous-arbre avec un nombre de feuilles &anais pour chaque sous-arbre correspondame valeur fige du coefficient
de penalisationA la valeur dey minimisant I'estimation de I'erreur de @vision, correspond ensuite I'arbre gugptimal dans la
sequence estige sur tout Echantillon d’apprentissage.

Le principe de 8lection d'un arbre optimal est donéctit dans I'algorithme ci-dessous.

ALGORITHME 7.1 : Seélection d’arbre

Construction de I'arbre maximalimax.

Construction de lasquenced i . .. A; d’arbres embités.

Estimation sans biaig¢hantillon de validation ou validation crds) des édviancesD(Af ), ..., D(A1).
Repeésentation deD(Ay) en fonction de ou de~y.

Choix dek rendantD(Aj,) minimum.
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Chapitre 8

M ethodes connexionistes

1 Historique

Nous nous iréressons ica une branche de I'ilnformatique fondamentale qui, sous I'appellatiotetiigence Artificielle a pour
objectif de simuler des comportements du cerveau humain. Les gnesrtentatives de mélisation du cerveau sont anciennes et
précédent néme l'ere informatique. C’est en 1943 que Mc Culloch (neurophysiologiste) et Pitts (logicien) ont plepgeengres
notions deneurone formelCe concept fut ensuite mis eeseau avec une couche d'é@gret une sortie par Rosenblatt en 1959 pour
simuler le fonctionnemenétinien et tacher de recoritr@ des formes. C’est I'origine daerceptron Cette approche diteonnexioniste
a atteint ses limites technologiques, compte tenu de la puissance de calégatpiB, mais aussiébriques au ebut des anges 70.

L'approche connexionista connaissanceapartiea alorsété supplaréée par I'approcheymboliqueou £quentielle qui promou-
vait lessyseémes experta connaissance locake L'objectif était alors d’automatiser le principe de I'expertise humaine en associant
trois concepts :
e unebase de connaissandans laquell&taient regroupes “toutes” les connaissances d’experts humains sous forme de propo-
sitions logiquelementaires ou pluslaboges en utilisant des quantificateurs (logique du premier ordre).
e unebase de faitgontenant les observations du @asaiter comme, par exemple, désultats d’examens, d’analyses de sang,
de salive pour des applications biédicales de choix d’un antibiotique,
e unmoteur d'inerencecharge d'appliquer lesegles expertes sur la base de faits afin d'eduire de nouveaux faits jusgula
réalisation d’un objectif commeé@laboration du traitement d’un infection bagenne.
Face aux difficués rencontes lors de la mddisation des connaissances d’'un expert humain, au volume éoalsid des bases de
connaissance qui eredoulait et au caraete exponentiel de la complegitles algorithmes d'iéfence mis en jeu, cette approche s’est
éteinte avec les aes 80. En effet, pour les sgstes les plus compli@sa base de calcul deséasficats du premier ordre, on a pu
montrer gu'ils conduisaierét des prol#mesN P complets et donc dont la solution pouvatte atteinte mais pagnessairement en
un temps fini!

L'essor technologique et surtout quelques aeasaleoriques :

e algorithme d’estimation pagétropropagation de I'erreur par Hopkins en 1982,

e analogie de la phase d’apprentissage avec lestasdnarkoviens de syshes de particules de ladranique statistique (verres

de spin) par Hopfield en 1982,

au cebut des anges 80 ont permis de relancer I'approche connexioniste. Celle-ci a conrabaud®s anges 90 un éveloppement
consicerable siI'on consiélre le nombre de publications et de cargqui lui ontéte consads mais aussi les domaines d’'applications
trés divers a elle apparid. Sur de nombreux objectifs, justement ceux propres au data minin@sesux neuronaux ne rentrent pas
nécessairement en concurrence avec dethates statistiques biémtcentenaires mais apportent un point de vue cémphtaire
qu'il est important de conseter (Thiria et col. 1997).

2 Reéseaux de neurones

Un réseau neuronadst I'association, en un graphe plus ou moins complexe, d’objemsentaires, leseurones formeld_es
principaux Eseaux se distinguent par I'organisation du graphe (en couches, complets. . 3;diresteur architecture, son niveau de
complexié (le nombre de neurones) et par le type des neurones (leurs fonctions de transition).

2.1 Neurone formel

De fagon tés eductrice, un neurone biologique est une cellule qui se @&isetpar

e des synapses, les points de connexion avec les autres neurones, fibres nerveuses ou musculaires;
des dentrites, les “eréies” du neurones;

I'axone, la “sortie” du neurone vers d'autres neurones ou fibres musculaires ;

le noyau qui active la sortie en fonction des stimuli en@atr
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FiG. 8.1 — Repesentation d'un neurone formel.

Par analogie, le neurone formel est un reledqui se caraétise par urétat internes € S, des signaux d’enéez, ..., z, et une
fonction de transition @tat

P
S:h($17...,1}p):f BO"FZ/BJZ'J

i=1
La fonction de transition dggre une transformation d’'une combinaison affine des signaux @&ty étant appé le biais du neurone.
Cette combinaison affine esé@rmiree par unvecteur de poid$0o, . . ., 8p] assodd & chaque neurone et dont les valeurs sont

estimées dans la phase d’apprentissage. lls constituenté&aagire” ou “connaissancépartie” du eseau.

Les differents types de neurones se distinguent par la ngtdesleur fonction de transition. Les principaux types sont :

e linéaire f est la fonction identé,

e sigmadde f(z) = 1/(1 + e%),

o seuilf(z) = 10, 4oo[ (),

e stochastiqueg (z) = 1 avec la probabiléé1/(1+e~*/H), 0 sinon (H intervient comme une terépature dans un algorithme

de recuit simu),

o ...

Les moetles lireaires et signmidaux sont bien ada@s aux algorithmes d’apprentissage comme celuéttepropagation du gra-
dient car leur fonction de transition est @ifentiable. Ce sont les plus utéis. Le moéle a seuil est sans doute plus conforen&a
“réalite” biologique mais pose des préhes d’apprentissage. Enfin le nétel stochastique est utiéipour des prokimes d’optimi-
sation globale de fonctions perté@ds ou encore pour les analogies avec leeryss de particules. On ne le rencontre padaa
mining

3 Perceptron multicouche
3.1 Architecture

Le perceptron multicouche (PMC) est ubseau comp@sde couches successives. Uineicheest un ensemble de neurones
n‘ayant pas de connexion entre eux. Une couche cBenlit les signaux entrant, un neurone par @air;, une couche en sortie
fournit la reponse du sy&me. Selon les auteurs, la couche d’eetqui n’introduit aucune modification n’est pas compta&aidne
ou plusieurs couches caambs participent au transfert. Un neurone d’'une coucheteagest conneéten enteea chacun des neurones
de la couche @edente et en sorté&@ chaque neurone de la couche suivante.

Un perceptron multicouch&alise donc une transformation
Yy = ¢(I17. o 7$P;ﬂ)

ou 3 est le vecteur contenant chacun des pataes3;, de lajéme entee dukéme neurone de lé&eme couche ; la couche d'eatr
(¢ = 0) n'est pas para#tree, elle ne fait que distribuer les ez sur tous les neurones de la couche suivante.

Par souci de cdirence, nous avonadte de conserver les @mes notationa travers les diffrents chapitres. Ainsi, lentrées

d’un réseau sont encore ®etsz!, . .., zP comme les variables explicatives d’un nétel tandis que lepoidsdes entees sont des
parangtres3 a estimer lors de la prédure dapprentissaget que lasortie est la variablé expliquer ou cible du mede.

3.2 Apprentissage

Supposons que I'on dispose d'une base d'apprentissage der&aillﬁ)servations(x}, . ,xf; y;) des variables explicatives

X1, ..., XP et de la variablé pvoir Y. Lapprentissage est I’estimaticfﬂ des pararatres du moéle solutions du probme des
moindres cags' :

B=argminQ(b) avec Q(b) = [vs — d(cl,...,al; ()]
=1

1I'Equivalentél une maximisation de la vraisemblance dans le cas gaussien.
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FIG. 8.2 — Exemple de perceptron multicouéiementaire avec une couche caelet une couche de sortie.

L'algorithme d’optimisation le plus utilis est celui dedtropropagation du gradient léesur I'idee suivante : en tout poikt, le vecteur
gradient deR) pointe dans la direction de I'erreur croissante. Pour fagrerditre @ il suffit donc de se @placer en sens contraire. Il
s'agit d’'un algorithme #ratif modifiant les poids de chaque neurone selon :

bike(i) = bjre(i — 1) + Abjre(3)

ou la correctionAb;, (i) est proportionnelle au gradient &t’erreur attrib@ea I'entrée conceréee ;. (4) et incorpore un terme
d“inertie” ab;, (7 — 1) permettant d’amortir les oscillations du siste :

Abjkg(’i) = —Te’;‘jkg(i)iBQ + Oébjkg(’i — 1).
Objke
Le coefficient de proportionnaditr est appet le taux d’apprentissagdl peut étre fixea determiner par I'utilisateur ou encore
varier en cours d’excution selon certaineggles paraetrées par I'utilisateur. Il pafaen effet intuitivement raisonnable que, grand
au cebut pour aller plus vite, ce tauxedroisse pour abouti un eglage plus fin au fur €& mesure que le sysne s’approche d'une
solution. La formule deétropropagation de I'erreuffournit, & partir des erreurs obséms sur les sorties, I'expression de I'erreur
attribuleea chaque enée de la couche de soréida couche d’enée.

La littérature sur le sujet propose quaditde recettes deséiesa aneliorer la vitesse de convergence de I'algorithme ou bien
lui éviter de rester calla une solution locale&avorable. Des progrtes (dynamique markovienne ergodique et convergence vers la
mesure stationnaire) de cet algorithme impliquent une convergence préseuaprobabilié d’atteindre une gcision fixeea priori
tend vers 1 lorsque la taille deethantillon d’apprentissage tend vers l'infini.

Une anglioration importante consisgeintroduire une terme deepalisation oué&gularisation comme eridge dans le crierea
optimiser. Celui-ci devient alors :
B = argmin Q(b) + 5[b*.

Le parangtre § (decay doit étre fixe par I'utilisateur; plus il est important et moins les paéamas ou poids peuvent prendre des
valeurs “cahotiques” contribuant airgsiimiter les risques de surapprentissage.

ALGORITHME 8.1 : Rétropropagation du gradient

e Initialisation
— Les poidsh;, par tirage akatoire selon une loi uniforme s(o, 1].
— Normaliser dang0, 1] les donees d'apprentissage.

e Tant que ( > errmax ou nitegitermax.

e Ranger la base d’apprentissage dans un nouvel ordeataire.

— Pour chaquetlement = 1,...,n de la basd-aire
— Calculere(i) = y; — ¢(z},...,z7; (b)(i — 1)) en propageant les erétes vers I'avant.
— L'erreur est “rétropropage” dans les diérentes couches afin d’affectechaque entre une responsabiéitdans I'erreur
globale.
— Misea jour de chaque poids;, (i) = bjxe (i — @) + Abjre(7)
— Fin Pour

e Fin Tant que
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3.3 Utilisation

On pourra se reportérl’abondante ligerature sur le sujet (Haykin, 1994) pour obtenir dégions sur les algorithme d’appren-
tissage et leurs nombreuses variantes. Il estimportant de rappeler la liste des choix qui ésat latiissateur. En effet, rame si les
logiciels proposent des valeurs pafalt, il est fequent que cet algorithme connaisse quelques soucis de convergence.

L'utilisateur doit donc éterminer

i. les variables d’enée et la variable de sortie ; leur faire subir comme pour toutthodes statistiques,&/entuelles transfor-
mations.

ii. Larchitecture duéseau : le nombre de couches daeh(en gréral une ou deux) qui correspoadine aptitude traiter des
probemes de non-ligarig, le nombre de neurones par couche éackes deux choix conditionnent directement le nombre de
parangtres (de poidsj estimer. lls participerét la recherche d’un bon compromis biais/variance ceedirea I'equilibre entre
qualite d’apprentissage et qualitle pévision.A la louche, on consiere en pratique qu'il faut uachantillon d’apprentissage
au moins dix fois plus grand que le nombre de paraesa estimer.

iii. Trois autres paragtres interviennenégalement sur ce compromis : le nombre maximumeéditions, I'erreur maximum
tolérée et un terméventuel de&gularisationdecay. En renforcant ces cétes on ar@liore la qualié de I'apprentissage ce
qui peut se faire au&triment de celle de la pvision.

iv. Le taux d’apprentissage ainsi qu’uéeentuelle straégie dévolution de celui-ci.

En pratique, tous ces paraines ne sont paggkes simulta@ment par I'utilisateur. Celui-ci est confré@a des choix concernant
principalement le condle du sur-apprentissage ; choix du paesra : limiter le nombre de neurones ou la@eid’apprentissage ou
encore augmenter le coefficient denalisation de la norme des partnes ; choix du mode d’estimation de I'erre@chantillon test,
validation croig€e ou bootstrap. Ces choix sont souvent pris péaut dans la plupart des logiciels commerciaux. Il est important d’en
conndtre les implications.

Le nombre de couches reste restreint. On montre en effet que toute fonction que toute fonction continue d’un compPact de R
dans R peutétre approcie avec une gcision arbitraire par unéseala une couche caéle en adaptant le nombre de neurones.
Leccontble de la complexé& du moale ou plus greralement d’'un sur-apprentissage peut se fairaide de plusieurs parastres :
le nombre de neurones, unénalisation de la norne du vecteur des poids ou pan@s comme eridge (régularisation) ou encore
par la duée de I'apprentissage. Ces pagdras sont optimes en consigrant unéchantillon de validation et le plus simple consiste
a arete I'apprentissage lorsque I'erreur suedhantillon de validation commeneese @grader tandis que celle suéthantillon
d’apprentissage ne peut que continaegcrdtre.

Les champs d'application des PMC soréstmombreux : discrimination, @vision d'une &rie temporelle, reconnaissance de
forme. .. lls sont en@réral bien expliciés dans les documentations des logiciebcigies.

Les critiques principalesnon&esa I'encontre du PMC concernent les diffi@stliesa I'apprentissage (temps de calcul, taille de
I" échantillon, locali& de I'optimum obtenu) ainsi que son statut dé&éaoir. En effet, contrairemeatun mo@le de discrimination
ou un arbre, il esa priori impossible de conntie I'influence effective d’'une erite (une variable) sur le sgshe @&s qu'une couche
caclee intervient. Ranmoins, des techniques de recherche de serésitilisystmea chacune des eigs permettent de geiser les
idées etgventuellement de simplifier le sgshe en supprimant certaines des eedr

En revanche, ils posslent d’inéniables qualés lorsque I'absence de &ari€ et/ou le nombre de variables explicatives rendent
les moetles statistiques traditionnelles inutilisables. Leur flexibiiieea une proédure d’apprentissage égrant la pondration (le
choix) des variables comme de leurs interactions peuvent les reedrefficaces (Besse et col. 2001).



Chapitre 9

Agregation de mockles

1 Introduction

Ce chapitre dcrit des algorithmes plug&cemment apparus dans laditture. lls sont b&s sur des stragies adaptatived@os-
ting) ou akatoires lpagging permettant d’aréliorer I'ajustement par une combinaison ouégtion d’'un grand nombre de ngds
tout enévitant un sur-ajustement. Ces algorithmes se sew¢ldpgesa la frontere entre apprentissage machimachine learniny
et Statistique. De nombreux articles comparatifs montrent leur effécagit des exemples de d@as simuées et surtout pour des
probemes éels complexes (voir par exemple Ghattas 2000) tandis que leursgiésgteoriques sont un éme de recherche actif.

Deux types d’algorithmes sonédrits sciématiquement dans ce chapitre. Ceux reposants sur une construetiairas d'une
famille de moele : baggingpour bootstrap aggregatingBreiman 1996), les f@ts akatoires fandom forestsde Breiman (2001)
qui propose une aglioration dubaggingspecifique aux moéles @finis par des arbres binaires (CART). Ceuxédsasur leboosting
(Freund et Shapiro,1996), reposent sur une construatiaptative deterministe ou &atoire, d’'une famille de meédes.

Les principes dibaggingou duboostings’appliquenia toute néthode de maglisation (Egression, CART,gseaux de neurones)
mais n'ont d’inérét, et eduisent sensiblement I'erreur deédiction, que dans le cas de nébekinstables donc plubt non lirtaires.
Ainsi, I'utilisation de ces algorithmes n’a gte de sens avec lagression multilieaire ou I'analyse discriminante. lls sont surtout
mises en ceuvre en association avec des arbres binaires commaleselbase.

2 Famille de mockles aéatoires
2.1 Bagging

Principe et algorithme

SoitY une variablex expliquer quantitative ou qualitativ,!, . . ., X les variables explicatives é{x) un mocle fonction de
x = {z!,...,zP} € RP. On noten le nombre d'observations et

z= {(xl’ yl)» sy (xn, yn)}
un échantillon de loiF".
L'espérancep(.) = EF(qASz) de I'estimateur dfinie sur lechantillonz, est un estimateur sans biais de variance nulle. Cérmis

B échantillons inépendantsiotes {z; },—1, p et construisons une a&gation des magles dans le casiida variablea expliquery”
est:

e quantitative p5(.) = 5 Y2, ¢, (),

e qualitative :$B(.) = argmax; card{b | $zb(.) = j}.
Dans le premier cas, il s'agit d’'une simple moyenne d=siltats obtenus pour les nidds assoéisa chaqueschantillon, dans le
deuxiéme, urcomié de moeles est constitupourvoteretélire la reponse la plus probable. Dans ce dernier cas, si l&faagdtourne

des probabiliés assoéesa chaque modaBt comme ené&gression logistique ou avec les arbres deiglon, il est aussi simple de
calculer des moyennes de ces probaislit

Le principe estlementaire, moyenner lesgglictions de plusieurs métes in&pendants permet deduire la variance et donc de
réduire 'erreur de pidiction.

Cependant, il n’est pagaliste de consigter B échantillons indpendants. Celagcessiterait gréralement trop de doges. Ces
échantillons sont donc rempkeparB réplications déchantillonshootstrap(cf. AnnexeC) obtenus chacun partirages avec remise
selon la mesure empiriqué. Ceci conduit I'algorithme ci-dessous.

ALGORITHME 9.1 : Bagging

e Soitxg a prévoir et
e z={(x1,y1),---,(Xn,yn)} unéchantillon
e Pour b=1a B Faire
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— Tirer un échantillon bootstrap; .
- Estimer$zb (x0) sur I'échantillon bootstrap.
e Fin Pour R R
Calculer I'estimation moyenngg (xo) = % Zle ¢z, (x0) ou le résultat du vote.

Utilisation

Il est naturel et techniquement facile d’'accompagner ce calcul par une estifagitstrap out-of-bagcf. chapitre5 sectiord.1)
de I'erreur de pediction. Elle est une mesure de la qualie gréralisation du moele et permet de prvenir uneeventuelle tendance
au surajustement. C'est, poéviter un biais, la moyenne des erreurs dedixtion commises par chaque estimateur ; chacune des
erreursetant estinde sur les observations qui n'ont g8 £lectionrees par Echantillonbootstrapcorrespondant.

En pratique, CART est souvent utéis comme rathode de base pour construire une famille de éfesic’esta-dire d’arbres
binaires. Trois str&gies délagage sont alors possibles :

i. laisser construire et garder un arbre complet pour chacuadwestillons,
ii. construire un arbre d’'au plugfeuilles,
iii. construirea chaque fois I'arbre complet pui€laguer par validation crée.

La premere straégie semble en pratique un bon compromis entre volume des calculs et glegfiediction. Chaque arbre est alors
affece d'un faible biais et d’'une grande variance mais la moyenne des aéohais avantageusement celle-ci. En revancietadgiage
par validation croige nalise lourdement les calculs sans gain substantiel de@ualit

Cet algorithme a I'avantage de la simpleitl s’adapte et se programme facilement quelque soiélthade de maglisation mise
en ceuvre. Il pose@anmoins quelques praivhes :
e temps de calcul important poéwvaluer un nombre suffisant d’'arbres jusgaé que I'erreur de pdictionout-of-bagou sur un
echantillon validation se stabilise et@irsi elle tench augmenter ;
e nécessiter de stocker tous les retb de la combinaison afin de pouvoir utiliser cet outil dedfmtion sur d’autres doiges,
e 'amélioration de la qualé de pediction se fait au &triment de l'interpetabilitt. Le moele finalement obtenu devient une
baite noirecomme dans le cas du perceptron.

2.2 Foréts akatoires
Algorithme

Dans les cas gEifigue des mogles CART (arbres binaires), Breiman (2001) propose ungiaration dubaggingpar I'ajout
d’une randomisation. L'objectif est donc de rendre phaependantées arbres de I'aggation en ajoutant du hasard dans le choix des
variables qui interviennent dans les néteb. Cette approche semble plus partérgiment fructueuse dans des situations hautement
multidimensionnelles, c’esi-dire lorsque le nombre de variables explicatiyesst tes important. C'est le cas lorsqu'il s’agit, par
exemple, de discriminer des courbes, spectres, signaux, biopuces.

ALGORITHME 9.2 : Foréts akatoires

Soitxg a prévoir et

z = {(x1,41), .-, (Xn,yn)} unéchantillon

Pour b =1a B Faire

— Tirer un échantillon bootstra;;

— Estimer un arbre sur cetchantillon avec randomisation des variables selon I'une des deux options :

i. Si le nombre de variables explicatives est important, la recherche de chaque noeud optimabed diun tirage
aléatoire d'un sous-ensemble dprédicteurs.
ii. Sinon , tirer au hasardg; ~ 3 variables explicatives puis construigg “pr édicteurs” par combinaisons lgaires
avec des coefficients obtenus par tiragesasbires uniformes syo, 1].
e Fin Pour R R
Calculer I'estimation moyenngg (xo) = % Zle ¢z, (x0) OU le résultat du vote.

Elagage

La straégie delagage peut, dans le cas de€fsrabatoiresgtre plustlementaire qu'avec Ibaggingen se limitant des arbres
de taille g relativement &duite voire néme triviale aveq; = 2 (stump. En effet, avec le seldagging des arbres limésa une
seule fourche risquent &re tes semblables (fortement celés) car impliquant les &mes quelques variables apparaissant comme
les plus explicatives. Lagtection akatoire d’'un nombreéduit de pedicteurs potentiela chaqueetape de construction d’un arbre,
accrdt significativement la variabil@ en mettant en avanénoessairement d’autres variables. Chaquegieode base estvidemment
moins performant mais, 'union faisant la force, I'égation conduit finalemerit de bonsé&sultats. Le nombre de variablests
aléatoirement n'est pas un paratre sensible un choix pathut deq = /p est suggré par Breiman (2001). Comme pour le
bagging I' évaluation ierative de I'erreuput-of-bagprévient d’unéventuel surajustement si celle-ci viense @grader.

Linterprétation est ensuite faciéie par le calcul et la repsentation graphique d’'un indice proportionaéimportance de chaque
variable dans I'agrgation de moéles et donc de sa participatiaria 'egression o la discrimination. C’esévidemment d’autant
plus utile que les variables soné#r nombreuses. Plusieurs erés sont prop@s par Breiman (2001) po@valuer I'importance de
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la jeme variable. lls reposent sur une permutati@a@lire des valeurs de cette variable. L'un de cegrest consista calculer la
moyenne sur toutes les observations dedlerdissance de leur marge lorsque la variable éstt@rement pertuée. La marge est ici
la proportion de votes pour la vraie classe d’'une observation moins le maximum des proportions des votes pour les autres classes.

3 Famille de mockles adaptatifs
3.1 Principes duBoosting

Le boostingdiffére des approchesgrédentes par ses origines et ses principeséFithitiale, en apprentissage machiaggit
d’améliorer les comptences d'urfaible classifieurc’est-a-dire celle d’'un moéle de discrimination dont la probabé#itie suces sur
la prédiction d’'une variable qualitative estgerement sugrieurea celle d'un choix @atoire. L'icee originale de Schapire (1990)
a été affinte par Freund et Schapire (1996) qui oatt I'algorithme originalAdaBoost(Adaptative boostingpour la pédiction
d’'une variable binaire. De nombreusesides ont ensuitete publies pour adapter cet algorithraed’autres situationsk classes,
régression et rendre dompte de ses performances seirettifs jeux de dor@es (cf. Schapire, 2002) pour une bibliographie). Ces tests
ont monte le el inerét pratique de ce type d’algorithme poéduire sensiblement la variance (commbdgging mais aussi le biais
de pediction comparativemestd'autres approches. Cet algorithme egtme considré comme la meilleure éthode bff-the-shelf
c’esta-dire ne @cessitant pas un longégiraitement des doges ni un eglage fin de paraétres lors de la pr@ure d’apprentissage.

Le boostingadopte le r@me principe gréral que lebagging: construction d’une famille de metes qui sont ensuite a&ges par
une moyenne por@eé des estimations ou un vote. Il @ife nettement sur la fagon de construire la famille qui est dans ceaasente :
chaque moéle est une versioadaptativedu precedent en donnant plus de poids, lors de I'estimation suivante, aux observations mal
ajusees ou mal fdites. Intuitivement, cet algorithme concentre donc ses efforts sur les observations les plus difficisesr tandis
que I'agégation de I'ensemble des niglds permet @chapper au sur-ajustement.

Les algorithmes dboostingpropo®s different par diférentes caraétistiques :

e lafacon de ponérer c’esta-dire de renforcer I'importance des observations mal éstinfors de I'iération pecedente,

e leur objectif selon le type de la variakdepiedireY : binaire, qualitativéd k classes,&elles;;

e la fonction perte, qui petre choisie plus ou moins robuste aux valeurs atypiques, pour mesurer I'erreur d’ajustement;

e lafagon d’ageger, ou pluit poncerer, les modles de base successifs.
La littérature sur le sujet psente donc deés nombreuses versions de cet algorithme et il est encore difficile de dire lesquelles sont
les plus efficaces et si une telle diveeséist bien acessaire. |l serait fastidieux de vouloir expliciter toutes les versions, ce chapitre en
propose un choix arbitraire.

3.2 Algorithme de base

Décrivons la version originale daoostingpour un probdme de discriminatioflémentairex deux classes en notahlka fonction
de discriminatiora valeurs dan§—1, 1}. Dans cette version, le mébt de base retourne I'ideréit'une classe, il est encore noram
Adaboost discret. Il est facile de I'adapt&ides modles retournant une valeutalle comme une probabditd’appartenanca une
classe.

ALGORITHME 9.3 : AdaBoost(adaptative boosting

e Soitxg a prévoir et

o z={(x1,¥1),---,(Xn,yn)} unéchantillon

e [nitialiser les poidsw = {w; =1/n; i=1,...,n}.
[ ]

Pour m = 1a M Faire
— Estimerd,,, sur I'échantillon ponéré parw.
Calculer le taux d’erreur apparent :

e Z?:1 wi H{m (i) # vi}

&, =
P Dot wi
— Calculer les logit :¢;n = log((1 — 75;)/2;).
— Calculer les nouvelles poggations :w; «— w;.exp [—cm1{0m(®;) Zyi}];i=1,...,n.

e Fin Pour

Resultat du vote %, (xo) = signe| =M

m=1¢m 5"" (:Eo)

Les poids de chaque observations sont init&s 1 /n pour I'estimation du premier méde puisévoluenta chaque #ration
donc pour chague nouvelle estimation. L'importance d’'une observatioast inchange si elle est bien class, elle crit sinon
proportionnellement auédaut d’ajustement du meéte. L'agégation finale des prisions : ﬁ,{:l cmm (20) est une combinaison
poncerée par les quakits d’ajustement de chaque nétel Sa valeur absolue appemargeest proportionnell@ la confiance que I'on
peut attribuea son signe qui fournit legsultat de la @vision.

Ce type d'algorithme est largement utdisvec un arbre (CART) comme migld de base. De nombreux applications montrent
que si le “classifieur faible” est un arbre trivialdeux feuilles gtump, AdaBoosfait mieux qu’un arbre sophistigupour un volume
de calcul comparable : autant de feuilles dans I'arbre quérdtibns dan®daBoost Hastie et col. (2001) discutent la meilleure
stratgie delagage applicable chaque magle de base. Ils le comparent avec le niveau d’interaction requis dans whenadéahalyse
de variance. Le cag = 2 correspondart la seule prise en compte des effets principaux. Empiriguement ils recommandent une valeur
comprise entre 4 et 8.
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3.3 \ersion akatoire

A la suite de Freund et Schapire (1996), Breiman (19€8etbppe aussi, sous le nomAdting (adaptively resample and com-
bine), une version &htoire, et en pratique&s proche, dboosting Elle s’adaptex des classifieurs pour lesquels il est difficile voire
impossible d’inégrer une pongration des observations dans I'estimation. Ainsigtlufue de jouer sur les poardhtions,a chaque
itération, un nouveéchantillon est t& avec remise, comme pour le bootstrap, mais selon des probsliiNtersement proportion-
nellesa la qualie d’ajustement de I'ération pecedente. La grsence des observations difficilegjuster est ainsi renfare pour que
le mockle y consacre plus d'attention. L'algorithradaboostprécedent est facilé adapter en ce sens en regardant céuetbpe
ci-dessous pour laegression et qui adopte ce point de vue.

3.4 Pour larégression

Diff érentes adaptations dwostingont & propoges pour le cas de l&gression, c’esa-dire lorsque la variabla predire est
quantitative. Voici I'algorithme de Drucker (1997) dans l@gentation de Gey et Poggi (2002) qui @ndient les performances
empiriques en relation avec CART. Freund et Schapire (1996) ont @rdmzboost.Ravec le néme objectif tandis que le point de
vue de Friedman (2002) eskctit plus loin dans I'algorithm®.5.

ALGORITHME 9.4 : Boosting pour la régression

Soitxg a prévoir et

z = {(x1,91),- -, (Xn,yn)} unéchantillon

Initialiser p par la distribution uniformegp = {p; = 1/n; i =1,...,n}.
Pour m =1a M Faire

— Tirer avec remise dans un échantillonz};,, suivantp.

— Estimerd,, sur I'échantillonz?,, .

— Calculera partir de I'echantillon initial z :

Im(i) = Q (yi,gm(xi)) i=1,...,n; (Q:fonction pertg

n
Em = Y pilm();
=1
w; = g(m(i))p;. (g continue non dcroissante
— Calculer les nouvelles probabiét :p; <

w;
n . "
> i=1 Wi

e Fin Pour

. Calculer$(xo) moyenne ou idiane des pﬁvisions$m(xo) poncerées par des coeﬁiciembg(ﬁ).

Précisions :

e Dans cet algorithme la fonction pedgpeutétre exponentielle, quadratique ou, plus robuste, la valeur absolue. Le choix usuel

de la fonction quadratique est retenu par Gey et Poggi (2002).
e NotonSLy, = sup;_; ., lm (i) le maximum de I'erreur obsege par le moéle ., sur I'echantillon initial. La fonctiory
est cefinie par :

glm(i)) = B O/ ©.1)
avec Bnm = Sim/\ 9.2)
Ly —Em
e Selon les auteurs, une condition sugpkntaire est ajo@ea 'algorithme. Il est a@te ou Einitiallisé a des poids uniformes si
I'erreur se égrade trop : SEm < 0.5Lm.

L'algorithme ggrére M prédicteurs construits sur déshantillons bootstrag;;,, dont le tirage @pend de probabibisp misesa
jour a chaque #ration. Cette misa jour est fonction d'un paragétre 3, qui est un indicateur de la performance, séchantillonz,
dumiéme pédicteur estird sur I'echantillonz,. La misea jour des probabiléis cepend doné la fois de cet indicateur global,,
et de la quali relativel,, (i) /L., de I'estimation dueme individu. L'estimation finale est enfin obtertuéa suite d’'une moyenne
ou médiane des @visions pondrées par la quak respective de chacune de cesvlsions. Gey et Poggi (2002) conseille |@diane
afin de s’affranchir de I'influence deéudicteurs tés atypiques.

3.5 Modele additif pasa pas

Hastie et col. (2001) expliquent le bon comportementbdostingdans le cas binaire en legsentant sous la forme d'une
approximation de la fonctios par un moéle additif construit paa pas :
~ M
P(@) = > cmb(@;vm)
m=1
est cette combinaisorua:,,, est un parargtre,$ le classifieur (faible) de base fonction aeet dependant d'un paragtre~y,,. Si Q
est une fonction perte, il s'agi, chaquettape, deé@soudre :

(cmsYm) = argmin 3 S Q(yis b1 () + e (@i 7);

)i
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$m(:c) = $m_1(w) + emd(@; vm ) est alors une aalioration de I'ajustement predent.

Dans le cas didaboosipour I'ajustement d’une fonction binaire, la fonction perte witiest) (y, ¢(x)) = exp[—yo(x)]. il
s'agit donc deé&soudre :
n

(emsym) = arg(min) > exp [7yi$'rn71 (@) 4 cd(xi; 7)] ;
“V) =1
= arg<min Z wi™ exp [—cyid(xi; )]
&7 =1
avec w; = oxpl—yibm—1(x:)];

w; ne cependant ni de ni de~, il joue le Ble d’'un poids fonction de la quaditde I'ajustement @cedent. Quelquesayeloppements
compEmentaires montrent que la solution du pesbé de minimisation est obtenue en détepes : recherche du classifieur optimal
puis optimisation du paragtre~y.

Ym = argngnzl{yiié(wi;w)},
=1
1. 1-§
cm = —log &
2 &

avecé, erreur apparente dedatiction tandis que les; sont misa jour avec :

wl(rn) _ wi'mfl) exp[—cm}.

On montre ainsi q@daboosapprochep pasa pas par un mage additif en utilisant une fonction perte exponentielle.

D’autres fonctions perte sont envisageables pour, en particulier, un algorithme plus robuatariaceantillon d’apprentissage
présentant des erreurs de classement dans le cas de la discrimination ou encore des valeurs atyfliepsesldns le cas de la
régression. Hastie et col. (2001) comparent leéréts respectifs de plusieurs fonctions pertes. Cellesgsgobustes (entropie en
discrimination, valeur absolue eagression) conduiseatdes algorithmes plus compligga mettre en ceuvre.

3.6 Regression et boosting

Dans le néme esprit d’approximation adaptative, Friedman (2002) propose sous I'acronyme NiARiple additive regres-
sion tree$ un algorithme bas sur des arbres dégression pour tratle cas quantitatif en supposant la fonction perte seulement
difféerentiable. Le principe de base est |éme que pouAdaboost construire uneé&guence de mades de sorte que chagatape,
chaque moéle ajoué a la combinaison, apparaisse comme un pas vers une meilleure solution. Ce pas est franchi dans la direction du
gradient, approghpar un arbre deegression, de la fonction perte.

ALGORITHME 9.5 : MART (Multiple additive regression treps
e Soitxg a prévoir
e Initialiser ¢o = argming Y7 1 Q(ys,7)
e Pour m =1a M Faire

— Calculerrym = — [75Q§{4§(’i’ﬁ”»]¢ o’
N =bm—1

— Ajuster un arbre de&gression aux,: donnant les feuilles olegions terminales;,,;j =1, ..., Jm.
— Pour m =1a M Faire R
— Calculery;,, = argmin,, Zwieij QYi, bm—1 + 7).
- Fin Pour N
- Miseajour : () = dm () X7 Vjm1{@ € Rjm }.
e Fin Pour
e Résultat :¢ps (o).

L'algorithme est initiali& par un terme constant c’etdire encore un arbgune feuille. Les expressions du gradient reviennent
simplement calculer lesésidusr,,, ; du modtlea I'étape pecedente. Les termes correctifs,,, sont ensuite optimés pour chacune
des EgionsR;,, définies par I'arbre deégression ajustant leésidus. Un algorithme de discrimination est similaire calculant autant
de probabilies que de class@sp@evoir.

3.7 CompkEments

De nombreuses adaptations @t propogesa partir de I'algorithme initial. Elles font intervenir défentes fonctions pertes
offrant des prop#étes de robustesse ou adegsa une variable cibl&@” quantitative ou qualitativa plusieurs classesAdaboosiM1,
M2, MH ou encore MR. Schapire (2002) liste une bibliograplatadiéee.

Sur-ajustement

Dans le dernier algorithme, le nombre dliitions peugtre contdlé par unéchantillon de validation. Comme pour d’autres
méthodes (perceptron), il suffit d’@ter la proédure lorsque I'erreur estiee sur cegchantillon arrivea se @grader. Une autre
possibilie consistex ajouter un coefficient deetécissementshrinkagecomme en &gression ridge). Compris entre 0 et 1, celui-ci
pénalise I'ajout d'un nouveau metk dans I'agegation. Il joue le dle d’'un taux d’apprentissage du percepton) et, si sa valeur est
petite(< 0, 1) cela conduit accrdtre le nombre d’'arbres mais eriina des araliorations sensibles de la quélite pédiction.
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FIG. 9.1 —Algorithmes AdaBoost et Random fore&tgolution, pour uréchantillon test, du taux de mal
clas€s en fonction du nombre d’arbres intervenant dans la combinaison delesod

Interprétation

Linterprétabilite des arbres detdision sont une des raisons de leur gscd eur lecture neétessite pas de comgnces parti-
culieres en statistique. Cette prdgiéi esteévidemment perdue par I'aggation d’arbres ou de tout autre nédel Neanmoins, surtout
si le nombre de variables ese$rgrand, il est important d’avoir une indication de I'importance relative des variables entrant dans la
mocklisation.

Un critére est calc@ pour chaque variablga partir des valeur®?2 (1, m), calcukes pour chaque ncedidle chaque arbres.
Cette quanti est la @croissance optimale dédance produite par la segmentation asseaice noeud par le choix de la variable
Ces valeurs sont son#émas par arbre sur I'ensemble des nosuds puis mégsnsur 'ensemble des arbres. Une normalisationafixe
100 la plus grande valeur correspondard variable la plus influente.

Instabilité

Tous les auteurs ont remakgla grande instabifit des modles construita base d’'arbres : unédere modification des doges est
susceptible d’engendrer de grandes modifications dans les @aeartles seuils et feuilles) du md. C'est justement cette prop@
qui rend cette techniquedts approp@ea une arglioration par agegation. Breiman (1998), pour les arbres de classification, puis Gey
et Poggi (2002), pour les arbres degression, étaillent et quantifient en pratique I'influence de cette inst&bdinsi que celle de
I'apport potentiel diboostingpar rapport albagging
Propriétes

Les justifications thoriques des bongsultats diboostinget principalement lagsistance au sur-ajustement sont encore I'objet
de travaux intenses suivant difentes pistes. La diffic@tvient de ce que I'application de ce type d’algorithme sur ui¢hode
donree, fait geréralement mieux que I'asymptotique (en faisanfitceola taille de Iechantillon) pour cette éme néthode. Les
approches usuelles de la statistique asymptotique sont miségaart dt les bornes obtenues pour majorer les erreurs d'estimations
ou de pediction sont trop grosaies pour rendre compte de I'efficé&éffective de la rathode. On montre ainsi, empiriquement, que
I'erreur de pédiction ou de gréralisation peut continuér cecrdtre longtemps ags que I'erreur d’ajustement se soit argeilParmi
les pistes expld@es, une approche “stochastique” coasedjue, re@me eterministe, I'algorithme simule une dynamique markovienne
(Blanchard, 2001). Une dewxine, rappdle ci-dessus, psente leboostingcomme une prasdure d’optimisation globale par une
méthode de gradient (Friedman, 2001). D’autres enfin (par exemple Lugosi et Vayatis, 2001), plus probantes, utiliggyatidessde
Vapnik pour montrer que, sous des hypsths raisonnables etrifiees dans les cas usuels : convegit égularié de la fonction perte
(exponentielle), arbres binaires, la probabiliterreur duboostingconverge avec la taille de I'echantillon vers celle du classifieur
bayésien c’est-dire celui, optimal, obtenu en supposant connue la loi conjoinf€ deY .

4  Application
4.1 Logiciels

L'algorithme deboosting (Freund et Schapire, 1996), ou f@ttla version de Friedman et col. (2000)e& utilisee. Il en
fournissait le programme interfaavec Splus I'adressevww-stat.stanford.edu/ jhf/MART.html mais ce dernier est
maintenant commerciabispar la so@té Salford SystemEn revanche, R. Schapire diffuse le logicBbost textersur sa page :

www.research.att.com/“schapire pour des utilisations non commerciales. D'autres versiortsotstingseront vraisem-
blablement rendues disponible dans I'environnement de R (clone de Splus sous licence GNU).

Les foréts abatoires (Breiman, 2001), sont eséies par un programme interéaavec R qui se trouve dans la pageuw.stat.Berkeley.edu/users/breiman/
ou avec la distribution de Rwww.r-project.org
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FIG. 9.2 —Diagrammes bttes des taux d’erreurs obséy sur 3®chantillons tests et pour chaquéthode.

TAB. 9.1 -Moyennes des taux d’erreurs de classement catcsilir 3chantillons test pour chaque nild
de prediction

Méthode | Adaboost Arbre [Rgression Perceptron Fr
Moyenne 9.7 11.8 12.5 13.4 10.6
Ecart-type 2.0 2.3 2.0 2.3 2.2

4.2 Résultats comparatifs

Ces programmes o8té utilises pour constituer des co@itd'arbres deé&tision pévoyant la possession de la carte Visa Premier.
Trenteéchantillons tests ont successivemetgttirés afin d'observer les distributions des taux de mauvais classement, distributions
qui ontéte compagesa celles obtenues par legthodes classiques (arbre deeision, Egression logistique eéseaux de neurones).

La figure 9.1 montre lesévolutions du taux de mal class sur [echantillon d’apprentissage en fonction du nombre d’arbres
estimés pour un exemple de tirage. Matda complexié des combinaisons de nigds finalement obtenues, le taux atteint une limite,
il 'y a pas sur-apprentissage. Ces algorithmes fournissenédakats qui, en moyenne, se montrent sensiblement plus performants
(cf. figure 9.2 et tableawd.1) sur unéchantillon test. Legcarts-types &endant de la taille de@thantillon test y sont relativement
stables. Les moyennes montrent, sur cet exemple, chmolgtingprédit un peu mieux que les féis abatoires. Cela est céhent avec
les nombreusestudes pubées.

Bien dIr, ce qui est gagnen pédictibilité est perdu en interptabilite par rappord un moale classique. Banmoins le gairgali®
est souvenétonnant. L'une des ava@es encore en gestation concernant ces algorithmes, et plus particwdnt les fdts aéatoires,
est la prise en compte des prébies poss par les dores hautement multidimensionnelles tels gu'ils se posent par exemple avec
I'analyse des biopuces e@gomique.
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Chapitre 10
Les Support Vector MachinegSVM)

1 Introduction

LesSupport Vector Machinesouvent traduit par I'appellation d&farateua Vaste Marge (SVM) sont une classe d’'algorithmes
d’apprentissage initialemenéfinis pour la discrimination c’est-dire la pédiction d’une variable qualitative initialement binaire. lls
ontété ensuite grérali€s au cas de plusieurs classea eelui de la pediction d’'une variable quantitative. Dans le cas de la discrimi-
nation d’une variable dichotomique, ils sont éasur la recherche dénperplan de marge optimatgii, lorsque c’est possible, classe
ou £pare correctement les ddres tout eretant le plu€loigré possible de toutes les observations. Le principe est donc de trouver un
classifieur, ou une fonction de discrimination, dont la capeait @réralisation (qualé de pediction) est la plus grande possible.

Cette approcheé&toule directement des travaux de Vapnik eotie de I'apprentissage partir de 1995. Elle s’est focatis
sur les propités de @réralisation (ou pdiction) d’'un moeéle en confblant sa complex@. Voir a ce sujet le chapitrg section3.3
concernant la dimension de Vapnik Chernovenkis qui est un indicateur du poépanaseur d’'une famille de fonctions asgogiun
mockle et qui en confile la qualié de pédiction. Le principe fondateur des SVM est justement dgnéra I'estimation le confile de
la complexié c’esta-dire le nombre de parastres qui est assdcans ce cas au nombre de vecteurs supports. L'a@edlidectrice
de Vapnik dans ce&leloppement, est &viter de substituei I'objectif initial : la discrimination, un ou des prahes qui s’agrent
finalement plus complexeésresoudre comme par exemple I'estimation non-p&taique de la dengtd’une loi multidimensionnelle
en analyse discriminante.

Le principe de base des SVM consiste de ramener le @nodbe la discriminatioa celui, lirgaire, de la recherche d’un hyperplan
optimal. Deux i&es ou astuces permettent d’atteindre cet objectif :

e La premeére consisté definir I'hyperplan comme solution d’'un praihe d’optimisation sous contraintes dont la fonction
objectif ne s’exprime g I'aide de produits scalaires entre vecteurs et dans lequel le nombre de contraintes “actives” ou
vecteurs supports coidle la complexié du moele.

e Le passage la recherche de surfacempsratrices non ligaires est obtenu par I'introduction d’une fonction noykeriie)
dans le produit scalaire induisant implicitement une transformation néaitim des dores vers un espace intezdiaire
(feature spacede plus grande dimension. Qid'appellation couramment rencoae de machina noyau otkernel machine
Sur le plan teorique, la fonction noyauédinit un espace hilbertien, dit auto-reproduisant et swigue par la transformation
non lingaire de I'espace initial et dans lequel é&stalu le prol#me lirgaire.

Cet outil devient largement utilisdans de nombreux types d’application et 8l@wun concurrengsieux des algorithmes les plus
performants (agrgation de moéles). L'introduction de noyaux, 8pifiquement adapsa une prol#matique donees, lui conére une
grande flexibilie pour s'adaptea des situations &s diverses (reconnaissance de formes éd@ences gnomiques, de carases,
détection de spams, diagnostics Aoter que, sur le plan algorithmique, ces algorithmes sont [@nals par le nombre d'obser-
vations, c’esta-dire le nombre de vecteurs supports potentiels, que par le nombre de vari@aemadihs, des versions performantes
des algorithmes permettent de prendre en compte des bases éesloolumineuses dans des temps de calcul acceptables.

Le livre de eféerence sur ce sujet est celui de 8l&opf et Smola (2002). De nombreuses introduction ésentations des
SVM sont accessibles sur des sites comme par exemphav.kernel-machines.org . Guermeur et Paugam-Moisy (1999) en
proposent une en frangais.

2 Principes
2.1 Probleme

Comme dans toute situation d’apprentissage, on cérsidne variabl&” a predire mais qui, pour simplifier cette introduction
élementaire, est supp@es dichotomiqua valeurs dan§—1, 1}. Il est en fait relativement simple &tende ensuite laétinarche plus

de modaliés ou encor@ Y réelle. SoitX = X1',..., XP les variables explicatives ou gictives etp(x) un modle pourY’,
fonction dex = {z!,...,2P} € RP. Plus gréralement on peut simplement corésier la variableX a valeurs dans un ensemble
F.

On note

z = {(mlyyl): ceey (mn,yn)}
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FiG. 10.1 —Sous-ajustement lgaire et sur-ajustement local (proches voisins) d'un aledjuadratique.

un échantillon statistique de tailke et de loi F inconnue. L'objectif est donc de construire une estimacﬁaﬂw), fonction deF dans
{—1, 1}, de sorte que la probab#it
P(p(X) #Y)

soit minimale.

Dans ce casY( dichotomique), le pro@ime se pose comme la recherche d'une fevatde écision dans I'espac# des valeurs
de X. De facon classique, un compromis défte trouw entre lacomplexié de cette frongére, qui peut s’exprimer aussi comme sa
capaciéapulvériserun nuage de points par la VC dimension, donc la capalfustementiu mockle, et les qualés degéréralisation
ou priediction de ce mogle. Ce principe est illustrpar la figurel0.1

2.2 Marge

La demarche consiste rechercher, plt qu'une fonctionp a valeurs dan$—1, 1}, une fonction gelle f dont le signe fournira
la prediction :
¢ = signgf).
L'erreur s’exprime alors comme la quastit
P(¢(X) #Y) = P(Yf(X) <0).
De plus, la valeur absolue de cette quérifit f(X)| fournit une indication sur la confianéeaccorder auvésultat du classement.
On dit queY f(X) est lamargede f en(X,Y).

2.3 Espace interngdiaire

Une premeéreétape consista transformer les valeurs d¥, c’esta-dire les objets dé par une fonctiond a valeurs dans un
espaceH intermédiaire feature spacemuni d’unproduit scalaire Cette transformation est fondamentale dans le principe des SVM,
elle prend en compteéventuelle non ligarié du probéme pog et le rangnea la esolution d’une &paration liaire. Ce point est
detaille dans une section éltieure. Traitons tout d’abord le caséire c'esta-dire le cas 0 ® est la fonction identé.

3 Separateur lineaire

3.1 Hyperplan £parateur

La résolution d'un prol#me de gparation liaire est illust par la figurel0.2 Dans le cas o la €paration est possible, parmi
tous les hyperplans solutions pour kgparation des observations, on choisit celui qui se trouve le plus “loin” possible de tous les
exemples, on dit encore, deargemaximale.

Dans le cas ligaire, un hyperplan esétini a I'aide du produit scalaire d& par sonéquation :
(w,z) +b=0
ol w est un vecteur orthogonal au plan tandis que le signe de la fonction
f(@) = (w,@) +b

indique de quel @té se trouve le point a pedire. Plus peciment, un point est bien classi et seulement si :
yf(z) >0

mais, comme le couplew, b) qui caracérise le plan esté&fini a un coefficient multiplicatif prs, on s'impose :
yf(x) > 1.
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FiG. 10.2 —Recherche d'un hyperplan déaration optimal au sens de la marge maximale.

Un plan(w, b) est un gparateur si :
yif(e;) >1 Vie{l,...,n}.
La distance d'un point au plan(w, b) est donge par :
[(w,z) +b] _ |f(=)
[[wl| [[wl|

d(x) =
et, dans ces conditions, la marge du plan a pour v edfy . Chercher le planéparateur de marge maximale revian€soudre le
probleme ci-dessous d’optimisation sous contraintes (graklprimal) :

Mingy %||w||2
avecvi,y; < w,x; > +b > 1.

Le probkEme dual est obtenu en introduisant des multiplicateurs de Lagrange. La solution est fournieqiat-selle(w™*, b*, X*)
du lagrangien :

L(w,b,X) = 1/2[|w]|3 = > X [vi (< w, @i > +b) — 1].
i=1
Ce point-selle @rifie en particulier les conditions :

My (K w @ > 4b*) —1]=0 Vie{l,...,n}.
Lesvecteurs supporont les vecteurs; pour lesquels la contrainte est active, c’agtire les plus proches du plan, éfifiant donc :
yi (K w*,x; > +b") =1.

Les conditions d’annulation de€dvées partielles du lagrangien permetteréaire les relations quegvifient le plan optimal,
avec les\} non nuls seulement pour les points supports :

n n
w* :Z)\fyimi et Z}\jyz =0.
i=1 =1
Ces contraintes égali€ permettent d’exprimer la formule duale du lagrangien :

n
Z AiNjYiy; < @i, @j > .
i,j=1

N | =

W(X) = i Xi —
i=1

Pour trouver le point-selle, il suffit alors de maximid&f(A) avec); > 0 pour touti € {1,...n}. La résolution de ce probme
d’optimisation quadratique de tailte, le nombre d'observations, fourni€uation de I'nyperplan optimal :

n

1
Z )\fyi <x,x; >+b" =0 avec W = —5 [< w*,svclass_;,_l >+ < W', 8Veass—1 >].
i=1

Pour une nouvelle observatiannon apprise @rsenée au modle, il suffit de regarder le signe de I'expression :
n
f@) =Y Afyi (e, @) + b*
=1

pour savoir dans quel demi-espace cette forme se trouve, et donc quelle classe il faut lui attribuer.
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3.2 Cas non gparable

Lorsque les observations ne sont paparables par un plan, il esteessaire d”assouplir” les contraintes par I'introduction de
termes d’erreué; qui en contblent le cepassement :

yi (w, ;) +b>4+1-¢& Vie{l,...,n}.

Le mockle attribue ainsi unéeponse fausseun vecteur; sile¢; correspondant est sepeura 1. La somme de tous €5 repiesente
donc une borne du nombre d’erreurs.

Le probEme de minimisation esé&crit en introduisant unegmalisation par le&passement de la contrainte :

min £ [|w|]* +6 37, &
Vi, yi (w,x) +b > +1—¢&;

Remarques

e Le parangtred contidlant la nalisation esh régler. Plus il est grand et plus cela revi@nattribuer une forte importanée
I'ajustement. Il est le paraétre qui ajuste le compromis entre bon ajustement et boanergisation.

e Le probEme dans le cas noiparable se met sous le&éme forme duale que dans la céparabled une diference pes : les
coefficients)\; sont tous borés par la constantede contble de la gnalisation.

e De nombreux algorithmes sont progsspour ésoudre ces probines d’optimisation quadratique. Certains, proposant une
déecomposition de I'ensemble d’apprentissage, sont plus pagieutient adapsa prendre en compte un nombre important de
contraintes lorsque, le nombre d’observation, est grand.

e On montre par ailleurs que la recherche des hyperplans optiné@oxd bien au probme de la “bonne” gréralisation. On
montre aussi que, si I'hyperplan optimal pétite construit partir d’'un petit nombre de vecteurs supports, par rapptat
taille de la base d’apprentissage, alors la capamit gréralisation du moele sera grande, ikppendamment de la taille de
I'espace.

e Plus pEcigment, on montre gque, si €€ sont dans une boule de rayd I'ensemble des hyperplans de margé&éi® a une

VC-dimension borae par
2

R

— avec|z|| < R.
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e L'erreur par validation croise (eave-one-oytet borree en moyenne par le nombre de vecteurs supports. Ces bornes d’'erreur
sont bien relativement pdictives mais @anmoins trop pessimistes pdire utiles en pratique.

4 Separateur non linéaire
4.1 Noyau

Revenonsa la pésentation initiale du probine. Les observations faites dans I'ensensbléen geréral RP) sont consiérées
commeeétant transforr@es par une application non&aire® de F dansH muni d’un produit scalaire et de plus grande dimension.

Le point important remarquer, c’est que la formulation du pkaile de minimisation ainsi que celle de sa solution :
n
f@) = Ny (@, @) +b*
i=1

ne fait intervenir le€lementse eta’ que par I'internédiaire deproduits scalaires (x, «’). En congquence, il n’est pasacessaire
d’expliciter la transformatio®, ce qui serait souvent impossibecondition de savoir exprimer les produits scalaires Géd’aide
d’'une fonctionk : F x F — R symétrique appélenoyaude sorte que :

k(xz,x') = <<I>(:z:),<1>(:c/)> .

Bien choisi, le noyau permet de rdatliser une notion de “proxinét adapée au prol#me de discrimination €t sa structure de
donrées.

Exemple

Prenons le cas triviallox = (z1,2) dans R et®(x) = (22, v/2z122,232) est explicite. Dans ce cak({ est de dimension 3
et le produit scalaire &trit :

(®(x), (")) = 222 + 20y won xhy + 23al?
= (z1z) + zamh)?
= (za)”
= k(z,x').
Le calcul du produit scalaire dartg ne récessite pasévaluation explicite de&. D’autre part, le plongement daft¢ = R> peut
rendre possible laéparation liaire de certaines structures de degm(cf. figurel0.3).

4.2 Condition de Mercer

Une fonctionk(., .) symétrique est un noyau si, pour tous tespossibles, la matrice de termérgralk(x;, ;) est une matrice
définie positive c’esg&-dire quelle éfinit une matrice de produit scalaire.
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FiG. 10.3 —R0le de I'espace intergdiaire dans la 8paration des dorées.

Dans ce cas, on montre qu'il existe un espagtet une fonctiond tels que :
k(x,z') = (®(x), D(x')) .
Malheureusement, cette conditiorétrique d’existence est difficile \erifier et, de plus, elle ne donne aucune indication sur la

construction de la fonction noyau ni sur la transformatiorLa pratique consista combiner des noyaux simples pour en obtenir des
plus complexes (multidimensionnels) as&séi la situation rencorée.

4.3 Exemples de noyaux

e Linéaire
k(z,x') = <a:7 :c'>
e Polyndmial
k(z,a') = (c+ (@ a'))"
e Gaussien
, _lle—=')?
k(z, ') =¢ 20

Beaucoup d’articles sont consési la construction d’'un noyau plus ou moins exotique et @&apine protmatique pose :
reconnaissance déguences, de caraces, 'analyse de textes... La grande flexigilitans la dfinition des noyaux, permettant de
définir une notion adape de similitude, cogfre beaucoup d’efficaét cette approcha condition bien sur de construire et tester le
bon noyau. D'al apparé encore I'importance de correctemévialuer des erreurs defgliction par exemple par validation crees

Attention les SVMa noyaux RBF gaussiens, pour lesquels, soit on est dans lemasble, soit lagnali€ attriblee aux erreurs
est autoriéea prendre n'importe quelle valeur, ont une VC-dimension infinie.

4.4 SVM pour la régression

Les SVM peuvenégalemenétre mis en oeuvre en situation dmression, c’esk-dire pour I'approximation de fonctions quand
Y est quantitative. Dans le cas nondaire, le principe consisgerechercher une estimation de la fonction paré&aochposition sur
une base fonctionnelle. la formégrale des fonctions cal@es par les SVM se met sous la forme :

o(x, w) = Z w; v ().
i=1

Le probEme se pose toujours comme la minimisation d'une fonctidit,amais, plubt que détre bage sur un crigre d’'erreur
quadratique (moindres c&s), celle-ci s'inspire des travaux de Huber sur la recherche délesobustes et utilise désarts absolus.

On notel. | la fonction qui est paire, continue, identiquement nulle sur 'interjalle] et qui croit linairement sufe, +o0]. La
fonction cait est alors &finie par :

1 n
E(w,7) =~ > lyi — d(@i, w)|e + 7l|w|?
i=1

ou v est, comme enégression ridge, un paratne de eégularisation assurant le compromis enteségalisation et ajustement. De
méme que prcedemment, on pewcrire les solutions du pradines d’optimisation. Pour plus détdils, se reporte Scldlkopf et
Smola (2002). Les points de la base d’apprentissage &ssogn coefficient non nul sondlencore nom#s vecteurs support.

Dans cette situation, les noyauxutilisés sont ceux naturellement asssck la cEfinition de bases de fonctions. Noyaux de
splines ou encore noyau detficlet asso@ a un ceveloppement enésie de Fourier sont des grands classiques. Ils expriment les
produits scalaires des fonctions de la base.
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Chapitre 11

Conclusion

1 Stratégies du data mining

Les chapitres @edents @crivent les outils de base du prospecteur de desmandis que les logiciels commerciaux en proposent
une ingégration plus ou moins comitle, plus ou moins conviviale de mise en ceuvre. En pratique, I'emaient de ces techniques
permet la mise en place deategies de fouilldbien cefinies. Celles-ci @pendent essentiellement dggesde variables conséatés et
desobjectifspoursuivis.

Types de variables

Explicatives L'ensemble dep variables explicatives ou pdictives est n@ X, il est constité de variables
¢ XR toutes quantitativés
e X g toutes qualitatives,
e XR_ g Un melange de qualitatives et quantitatives.

A expliquer La variablea expliquer ot piedire oucible (target) peuttre
e Y guantitative,
e 7 qualitatived 2 modaliés,
e T qualitative.

Objectifs

Trois objectifs principaux sont poursuivis dans les applications classiques de data mining :

i. Exploration multidimensionnelle ou réduction de dimension : production de graphes, d'un sous-ensemble de variables
reptesentatives( ., d'un ensemble de composant@g préalablesx une autre technique.

ii. Classification(clustering) ou segmentation : production d’une variable qualit&five
iii. Modélisation (Y ou Z)/Discrimination ( Z ou T') production d’'un modle de pevision deY” (resp.Z, T).

D’autres néthodes plus fzifiquesa certaines probmatiques peuvent appira (analyse sensorielle, analyse conjointe, SARIMA. .. mais
leur usage reste linéta des contextes bien particuliers.

Outils

Les methodes utilisables se classent en fonction de leur objectif et des types de variadietves et cibles.

Exploration Classification
ACP XRg eti CAH XRg et
AFCM X et NueeDyn X etf
AFD XRetT RNKoho X etf
Modklisation

1Une variables explicative qualitati2e2 modaliés (0,1) peugtre consiéree comme quantitative ; c’est I'indicatrice des modslit
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i. Modele lintaire gréralis ArbCla X g etT

RLM XpRetY iv. Réseaux neuronaux
ANOVAXE etY percep XR getYouT
ACOVAXR ety v. Agrégation de mogles
Rlogi XR etz Bagging Xj ety ouT
Lglin X7 etT RandFor Xg ety ouT

ii. Analyse discriminante Boosting X|g 5 etY ouT
ADpar/nopar X etT vi. Support Vector Machine

iii. Classification and regression Tree SVM-R X ety
ArbReg X, ety SVM-C XR g etT

Stratégies

Les stratgies classiques de la fouille de dé@es consisterit enchiner lesétapes suivantes :

i. Extraction de I'entret des don@eséventuellement par sondage pour renforcer I'effort sur la qudés donees plubt que
sur la quant.

ii. Exploration

e Tri a plat,étapetlementaire mais essentielle derification des dones, de leur cdrence Etude des distributions, trans-
formation, recodagéventuel des variables quantitatives, regroupement de mexldis variables qualitativedimination
de certaines variables (trop de dées manquantes, quasi constantes, redondantesérey. i@oureusement les codes des
variables et de leurs moda.

e Etude bivarée Recherche @ventuelles relations non Baires. Si les variables sont trop nombreusglgcsionner les plus
liéesa la variable cible. Comption des donees manquantes.

iii. Analyse
Classification: Modélisatior/Discrimination :
Pas de variable expliquer Une variablea expliquerY’, Z ouT

e Encasde variableX'p .. ou Xr, la classi- e Extraction d'unéchantillontest
fication est ekcuge sur le<”, issues d’'une e Estimation, optimisation (validation crés)
AFCM des variables cdkes en classes. des moeles pour chacune destthodes uti-
e Carackrisation des classes par les variableslisables.
initialesa I'aide des outils de discriminatione Comparaison des performances des
mockles optimaux de chaque éthode
sur I'échantillon test.
iv. Exploitationdu mockle et diffusion desésultats. Finalement, une fois que la bonngthnde assoéiau bon moéle ontéte
choisie, tout [echantillon est regrodppour faire une derare estimation du mede qui sera utilis en exploitation.

2 Pieges

Les principaux pdges qui peuverdtre renconfs au cours d’une prospection sont souvenéseitat d’'unracharnemenéen qwete
de sensdata snoopiny Cela signifie qua force de creuser, contrairemeéntin prospecteur miniex la recherche de diamants bien
réels, le prospecteur en ddres disposant d’un grand nombre de variables finit bien, en mode exploratoire, par trouver des relations
semblant hautement significatives. Un exemple simple permet d'illustrer éstteve.

En phase de maisation, une surparagtrisation ou un surajustement du netelexpliquera parfaitement les d@es. Dans tous
ce cas, lesésultats ne seront pas extrapolables erégalisablesa d’autres donees que cellegtudies. Les&sultats de pdiction
seront donc entaés d’une forte erreur relativeslea la variance des estimations des partaes. C'est toujours le pradine de trouver
un compromis entre le biais d’un melé qui est toujours plus ou moins faux et la variance des estimateurs. Nous insistons donc sur
les indispensables phases de choix et comparaison dedesod

3 Complexité

Une bonne pratique du Data Miningcessite de savoir articuler toutes lesthodes entrevues dans ce document. Radest,
qui ne peuttre entreprise ga’la condition d’'avoir s bien spcifie les objectifs de Btude. On peut noter que certainesthodes
poursuivent les @mes objectifs f@dictifs. Dans les bons cas, d@®&s bien structées, elles fourniront degsultats tés similaires,
dans d'autres une @thode peut seek€ler plus efficace compte tenu de la taille dechantillon ou §onétriquement mieux adagpé
a la topologie des groupesdiscriminer ou encore en meilleure interaction avec les types des variables. Ainsi,&tngemtportant
et efficace de @couper en classes des variabledjstives quantitatives afin d’approcher de fagon sommaire une versiefineaire
du moctle par une combinaison de variables indicatrices. Cet aspect est par exemple imporéggn¢ssian logistique ou avec un
perceptron mais inutile avec des arbres deisions qui inkgrent ce @coupage en classes pour la construction dugieod’autre
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part, les nethodes ne j@isentent pas toutes le€mes facilies d’interpétation. Il n’y a pas de choia priori, seul I'exgerience et un
protocole deestsoigree permettent de sétkrminer. C'est la raison pour laquelle des logicieédsagalistes comme SAS (module
Enterprise Miner) ne font pas de choix et offrent cestimdes en parale pour mieux s’adapter aux da¥es, aux habitudes de chaque
utilisateur/client potentiel &t la mode.

Le travail demané ceborde rapidement ddle d’un statisticien car la masse et la complexiés donaes cessitent le@veloppement
d’interfaces et d’'outils graphiques sophistgupermettant un aes ai&€s aux donees comme des esultats par I'utilisateur finala
I'aide par exemple d’'un simple navigateur sur I'intranet de I'entreprigaroins, au dalde ces aspects plus "informatiques”, I'ob-
jectif principal reste une “cgte de sens” en vue de faciliter les prises @eision tout en en @servant la fiabilé. Ainsi, la pesence
ouo le contdle d'une expertise statistique reste incontournable caleomrmaissance des limites eegés des @thodes empldes
peut conduiré des aberrations digditant la @marche et rendant caducs les investissements consentis. En effet, il faut bien admettre
et faire admettre que, @me si un petit quart d’heure suffit pour se familiariser avec une interface graphique conviviale, la bonne
compehension des athodes empldes ecessite plusieurs heures de courséfieriona Bact5. Il devient tellement simple, avec
les outils disponibles, de lancer des calculs, que certaigsitént pas comparer prospecteur de dé@es et chauffeur en arguant qu'il
n'est pas gcessaire @&tre un nécanicien accompli pour conduire une voitur@admoins, la conduite d’une melisation, d’'une seg-
mentation, d’une discrimination, imposenson auteur des choix plus ou moins implicites qui sont laétrd’neutres et quighassent
largement en complextcelui du choix d’un carburant par le conductada pompe.
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Chapitre A

Modelisation de donrees fonctionnelles

1 Introduction
1.1 Contexte

Ce chapitre est une introducti@nla moctlisation de don@es fonctionnelles correspondanta situation @ lesn réalisations
de I'echantillon d’apprentissage ne sont plus comsids comme de simples vecteurs d& Rais comme des courbes ou plus
géréralement des fonctions. Ces fonctiorepdndent d'un indice, traditionnellement le tentpgvoluant dans un intervalle que
I'on supposeratre, sans perte degeralite, un intervallel’ = [a, b] de R. En pratique, ces fonctions sont obgawen des instants
de discetisation qui peuver#itreéquitepartis ou non, identiques ou non, pour chaque courbe. Le chapitre 9 de Baccini et Besse (2000)
introduit le sujet et dcrit les outils d’exploration (ACP) addgsta cette situation. Le psent chapitre aborde, sans entrer dans tous
les cktails techniques, les grands principes étcificités de la moélisation ou apprentissage sur dsirees fonctionnellea partir
d’'une pésentation de Besse et Cardot (2003).

Depuis une vingtaine d’am@es, ce type de dogéas est de plus en plus courant avec I'automatisation deéguoes de mesure
et la litterature consaéea I'etude de donees fonctionnelles s’est conéigblement @velopgee. En effet, la plupart deséthodes
statistiques peuvertttre ceclinees dans un espace fonctionnel pour s’adaptéetude de courbes : analyse en composantes prin-
cipales, analyse canonique, analyse discriminante efedihéaire , moéle linéaire gréral, iegression inverse par tranches... La
liste des éféerences sur ce #me devient longue ; Ramsay et Silverman (1997) en donnent des apetgiliesl Notons encore que
I’ étude de courbes peutcessiter des transformationgalablesurve registratiofafin de synchroniser et attuer I'effet de certains
évenements comme la date de la pubeyti intervient fortement dans des courbes de croissance. C’est obtenu par une transformation
non linéaire des abscisses. Ce point n’est pas @&dams ce chapitre.

1.2 Probleme sgcifique

L'approche exploratoire (ACP) des ddres fonctionnelles (Baccini et Besse, 2000) montre I'importance de rendre, dans une
base appropee (spline, ondelettes, Fourier), leur cagaetfonctionnela des courbes disetistes.A cette probématique, vient
géreralement se greffer, en situation de ralishtion, apprentissage owgpision, un prokl#me de prengire importancela dimension-
nalité des donees En effet, @&s que les courbes sont distigees avec un faible pas, la dimension de I'espace déseptation devient
vite trés importante voire beaucoup plus grande que le nombre d’individus (de courbes). Si en plus, les courlEsalmsgmelati-
vement égulieres et r@Bme si leur nombre est suffisamt & p), I'utilisateur est confroréa des prot#mes aigus de multicoléaries
et donca une grande variance des estimateurs \@ile tes mauvais conditionnements nérigues des calculs.

Une fois les donées lisges ou interp@es dans un espace fonctiona€hide d’une base approge (splines, Fourier, ondelettes),
plusieurs stragies sont alors envisageables afin de prendre convenablement en compte une situa®fode ttimensionnaét
Elles sont calgées sur les approcheéwtlopgees dans le cadre de Egression (chapitr®) pour des objectifs similaires de parcimonie
ou de conditionnement :

i. Régression sur composantes principales issues d’'une ACP fonctionnelle.
ii. Reégularisation par 'ajout de contraintes dans e esprit que laggressiomidge.
iii. Régression PLS.

iv. Choix de “variables” ou plut choix d’un nombre &duit de fonctions de la base de regentation susceptibles de rendre
compte de la partie ou composante la plus significative du “signal” pour I'objectif délisation vi€.

1.3 Contenu

Deux approches sontédrites plus ou moins succinctement dans ce chapitre en renvayanbibliographie concege. La
premere est édiee au modle lintaire eta ses extensions. Elle concerne plus partcatinent les points i. et ii. ci-dessus. En ap-
plication, la Egression sur composantes principales est apgiqu cas particulier de laguision d’'un processus fonctionnel auto-
regressif et illustee sur un proléime climatique el nifio. Le point iii., sujet de recherche en cours, (Preda et Saporta, 2002) est laiss
de dté. La deuxéme approche s'igtesse au point iv. patlection; il n’est pas accessibl toute technique de métisation du fait
de la dimension. L'algorithme d’estimation déirea méme de prendre en compte uadigrand nombre de variables explicatives. La
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recherche de f@ts d’arbres (cf. chapitr@) de egression ou deatision (CART) semblétre une approche bien adapt Un exemple
de discrimination de spectres chromatographiques illustre cettawthe.

2 Modele lineaire et extensions

La prise en compte du carace fonctionnelle des doées dans la madisation recessite un arsenal mathatique plus sophis-
tiqué qui tranche avec le reste de ce document. Il est indispenaadtdide, non aboik, des comportements asymptotiques mais
permet aussi une explicitation concise des objets magsplulannexe B de Baccini et Besse (2000) introduit ces outils.

L'objectif est I'estimation des para@ires de moéles statistiques pour lesquels la ou les variables explicatives sont des courbes.
La premere extension consiée dans la litrature &t le moele lintaire (Ramsay et Dalzell, 1991 ; Hastie et Mallows, 1993). Ce
probleme de egression peliitre moelise de la fagon suivante : soik{, Y) un couple de variablesé@dtoiresa valeurs dan#/ x R,
X étant la variable explicative fonctionnelle (par exemple une courbe spéatique) ety la variable éponse&elle. On suppose

1
EY|X =] = /0 b()z(t) dt, € H, (A1)

ou la fonctionyy € H est le coefficient deagression fonctionnél estimer.

2.1 Modele linéaire fonctionnel

NotonsI I'opérateur de covariance dé et A I'opérateur de covariance créisdu couplé X, Y'). C'est par @finition I'opérateur :
1
Az = / E[X(0)Y]z(t)dt, o € H.
0

En utilisant l'equation A.1), il est facile de erifier que
A = UT, (A.2)
ouv¥(z) =<,z >.

Il faut donc inverser I'oprateurl” pour en @duire un estimateur d¢. Le probEme qui se pose alors du fait que I'inverselde
n'est pas un oprateur bora. Pour contourner cette difficalil devient recessaire d'ofrer soit une restriction soit unégularisation
similaire a la esolution des proBimes inverses. Le premier cas conduitin estimateur bassur une &duction de la dimension
dans I'espace enger@&@par les composantes principa@&ntuellement liges. Il consisté inverser lequation A.2) dans I'espace
engende par lesg premiers vecteurs propres de l@pateur de covariance empirique. Dans le demne cas, I'estimateur repose sur
un critere de moindres cas [enali€ comme enagressiomidge.

Supposons maintenant que I'on dispose éehantillon(x;,y;), ¢ = 1,...,n 00 x; = (z;(tj), j=1,...,p) € RP est
obtenu par dis@tisation de la fonction ou courhs.

2.2 Regression sur composantes principales

La regression sur composantes principales est ugthode classique egression liaire multiple (cf. chapitr@) lorsque les
variables explicatives sont nombreuses et/ouéees. Elle consiste i@ estimer les fonctions propres de laypteurs de covariance
empirique (i.e. effectuer 'ACP fonctionnelle des courlsglseta decomposer I'estimateur de la fonctignsur cette base. De mame
équivalente, cela revieatinverser lequation A.2) dans I'espace engeré@par les fonctions propres assaes aux plus grandes valeurs
propres. Cette@omposition permet unéduction optimale de la dimension tout en conservant le maximum d’information, au sens de
la variance, appoge par les variables explicatives. L'estimateur 8eainpose alors dans I'espace engérgdr les fonctions propres
estimees{v;};=1,...,q:

q
Pt) = Y Bi;(b). (A-3)
=1

Le vecteur des coefficients estédermiré en minimisant un cére des moindres c#&s, alors que les composantes principales
(Zi,v;)2 = z,Nv; jouent le ble de variables explicativedy (définie dans Baccini et Besse 2000 annexe B) asspdeux
vecteursz; etv; contenant les disétisations des fonctions le produit scalaire dans I'espacéféeence, qui est erégéral L2[0, 1],

de leurs interpolants splinés etv;.
2

n q
min Z w; | Y — Z ﬂjz;ij
BeR? j=1

Si on suppose de plus que les trajectoirgsont Egulieres, on peut anticiper l&duction de dimension en tenant compte de cette
hypothese de&gularie par I'application de L'ACP fonctionnelleadrite dans Baccini et Besse (2000).

2.3 Approche par pénalisation

Hastie et Mallows (1993), Marx et Eilers (1999), proposent une approclée Isas uneégularisation de I'estimateur spline
de regression comparabtela regressiomidge. La régularisation ne porte donc plus sur la dimensjacomme dans laégression
sur composantes principales mais directement sur I'estimateur de la forctiGette fonction est suppés eguliere et solution
d’un probkme de moindres cas @naligs analogué un lissage splines||v||, désigne une semi-normefinie par la norme dans
L?[0, 1] de la crivee seconde dg¢ etD = diag(w1, . . ., wx) la matrice diagonale des poids des observations.

n
min 3 wi (Y; = 9/Nxi)* + £} (A.4)
=1
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ot = ((t1),...,¢(tp)) . Le paranktre de lissage (ow@gularisationy permet de condler la regularié de I'estimateur ainsi que
sa stabilié. En termes matriciels et en notavitla matrice assoéea la semi-normé ||y ||, résoudre le prokime @.4) estéquivalent
a minimiser :

n:pin YP'NSNp — 2 ' NZ'DY + £ )’ Map. (A.5)

La solution sécrit alors
% = (NSN+/M) !NZ'DY. (A.6)

On reconnd dans lécriture de I’estimateuﬁ: l'inverse de I'oferateur de covarianceépali€ NSN + /M, ainsi que la transpée de
I'opérateur de covariance crésNZ'DY .

Le choix du pararétre de lissage se fait par validation cBgsmais peut aussi cherclzeminimiser I'erreur de gdiction estinde
sur unéchantillon de validation ou encore un éri¢ genalisant la complexétdu moeéle (Ramsay et Silverman, 1997 ; Marx et Eilers,
1999).

2.4 Modele linéaire genéral et autres extensions

Diverses extensions du mélé lingaire fonctionnel onéte propoges. La plus naturelle est de corésiel un modle linéaire
géreral afin d’expliquer des variablesponses” qualitatives, quantitatives disgtes ou bien encore bdres. Marx et Eilers (1999)
utilisent une approche paépalisation similairé celleétudiee dans la sectio?.3 pour expliquer la probabilt de survie 2 ans aps
un cancer en fonction de la deresi’ADN dans les cellules caéreuses. Le made sécrit de margére formelle

EY|X=a]=g ' (<¢,z>), z€H, (A7)
ou g est la fonction lien de type logit, log, ... §iest I'identi€ alors le modle (A.7) est le moeéle linaire fonctionnel &crit plus haut.

L'estimateur de la fonction) qui ne peut plugtre obtenu de magie explicite est calcélen maximisant un céte de vraisem-
blance gnalige

n
max > " log L(yi,xi, ) — £]|¥]I3 (A8)
i=1
ou L(.) est la vraisemblance. Marx et Eilers (1999) utilisent urethrade de type moindres casrponérés i€ératifs pour trouver
I'optimum. La valeur du parasgtre de lissage est ensuite choisie en minimisant uareri’'information de type BIC ou Akke.
Cardot et coll. (2000) appliquent cette approéhka pevision de I'occupation des sols (des proportioadlaide de mesures de
I’ évolution temporelle de dokes satellitaires.

3 Prevision fonctionnelle
3.1 Probleme

Cette section est une application de &mnmession fonctionnelle sur composantes principales ; elleestissea la pevision
d’'un processus @sentant naturellement une composarégqgaique. C'est le cas des da@es issues de I'observation mensuelle
du ptenoneneEl Nifio durant plusieurs ar@es. Plubt que de pevoir quentiellement uneésie de valeurs comme le ferait une
mocklisation SARIMA, la néthode éveloppee propose ungrévision globalesur la riode consiérée c'esta-dire celle d'une courbe
sur une anee. Les modles et exemples psenés sont issus essentiellement des travaux de Bosq (2000), Besse et Cardot (1996) et
Besse et coll. (2000).

L'objectif est donc la pevision d'un processusX:), R & temps continu, pastsessairement stationnaire, sur un intervalle de
tempsd, dont on fixe la valeus = 1 sans perte deégéralite. Cet intervalle corresporil la periode principale du processus. On
définit alors,a partir de(X¢), un processué temps discretZy, ), cz, suppoé& du second ordre, prenant ses valeurs dans un espace
fonctionnel, par exempl&?2[0, 1] 'espace des fonctions de carintegrable sufo, 1], en cecoupant les trajectoires sur des trongons
de longueup = 1.

3.2 Modele

Le cadre tiorique est celle des processus fonction#ls) auto-égressifs d’ordre 1 nés ARH(1) eta valeurs dans un espace
de Hilbert comme par exemple?[0, 1]. Le processuéZ; );cz est un processus autégressif hilbertien du premier ordre d'éspnce
a € H et d'operateur d’auto-coélationp s'il v érifie I'équation :

ViEZ, Zi—a:p(Z-_l—a)—l-ei. (Ag)

L'opérateur d’auto-co#lationp est suppas compact etérifie, <, [[p™|| < +o0. Le terme d'innovatior{e; } est cente i.i.d. dans
H de variance finie, Ble;||%, = 02 < +oo.

Dans ce cas, I'estimation de I'és@nce conditionnelle &;1|Z;, Z;_1, . ..) nécessairé la pevision se raranea celle de
I'opérateurp :

E(Zi411Zi,Zi-1,...)—a = p(Zi—a), i€Z. (A.10)

Les oferateurs de covariande = E((Y; — a) ® (V; —a)) A = E((Y; — a) ® (Yi+1 — a)) de ce processusvifient une
equation similaire I'equation A.2) obtenue pour le made linéaire fonctionnel :

A = pl. (A11)
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Comme pour le mogle lingaire fonctionnel, il s’agit d’inverser I'dgrateur de covariancé pour construire un estimateur de
I'opérateurp. L'approche propose est similairé la gression sur composantes principales); I'estimateur dep est approcé
dans la base enger&par les prengires fonctions propres de I'émateur de covariance :

q
p(s,t) = ZZ 105 (601 (s). (A.12)
j:

De plus, comme les courbes sont en pratique dis&es, il est propasd’estimer simulta@ment les trajectoires supp@es lisses du
processus dans un espace de dimengdniteq. Cette approche qui @t propoge par Besse et Cardot (1996) s'ésiélée plus

performante sur des simulations ainsi que sur un exemple&léspm du trafic auto-routier que l'interpolation &aire et que le
lissage des trajectoires suivi de I'estimation de &ogteur de covariance. On corsid pour cela le probme d’optimisation suivant
dont la solution esté&krite dans Baccini et Besse (2000) :

n /4

_min 72 Z 2 (t5) — Zi(t5))% + £ Z:]|3 (A.13)
i=1 j=1

avecH, sous-espace df de dimensiory. L'espérance du processu est estinge par interpolation spline aux instants de mesure
(t1,...,t;) duvecteud = A,z. En notanz; = a + X; la solution du proime @.13), on en @duit la repésentation matricielle
des estimateurs desé@nateurs de covariance :

T,o= Z %% N (A.14)

et

n—1

A, = — Z R %N, (A.15)

I suffit ensuite de construire l'inverseegeralis, noé I‘q ¢, dela matricel"q,g pour en @duire un estimateur de I'épateurp sous
forme matricielle :

~ ~—1
Poe = T 1B (A.16)

Finalement, la gevision dez,, 1 est donge par la formule :
/Z\n+1 = /ﬁq7£§7L + Ayz. (Al?)

Dans la pratique le choix des valeurs des pataes de “egularisation’ etq est tés important pour obtenir de bonnegyisions.
La straégie consiste, de fagon classigaeeparer lechantillon en urgchantillon d’apprentissage consétdes premiers trongons de
trajectoires et uchantillon de validation. Les paratnes de lissage sont choisis de néaea donner les estimateurs qui fournissent
les meilleures m@visions sur Echantillon de validation.

3.3 Application a la prévision d’El Nifio

ENSO (El Nho Southern Oscillation) est un @honene climatique majeur d'interaction entre I'atmosphet I'o&an Pacifique
dans la zone tropicale. El No (EN) se caraérise par des variations importantes de la terafure, particuirement enécembre, &s
correleesa des oscillations de la pression atmdsjidue (SO). EN est donc obséra travers levolution de tem@ratures moyennes
mensuelles mesaes au large du Chiéi la surface de I'aean tandis que SO est meserpar la pression atmogpigue au niveau de
la mera Tahiti. Ces &ries sont connues depuis 1950 et comgids dans cettetude jusqu’en 1996. Elles sont répenges dans la
figureA.1.

Diff érents pedicteurs sont compés sur ces dor@es en utilisant le Bme protocole de validation créis pour I'optimisation des
parangtres spcifiques. Ainsi, les 36 premies anées servent d'apprentissage, les paraes sont optiméss pour pevoir les anges
32a 36. Les nethodes sont compzes entre elles par leurgyision des anees 37a 46 et avec une prisionélementaire qui est la
simple moyenne climatique. Les meilleurs neteb parar@triques obtenus de la sorte @t un SARIMA (0, 1,1) x (1,0, 1)12 pour
les temggratures (EN), et un SARIMAL, 1,1) x (0, 1, 1)12 pour les pressions (SO). Tous deux ont satisfait au test du porte manteau.
Les autres rathodes de j@vision consiérées sont non paraatriques (cf. Besse et coll. 2000) :

Noyau ou piévision non paragtrique par la rathode du noyau usuellépéetee pour des horizons dedl12 mois. Les largeurs de
fenétre optimales sont respectivement 0,9 et 1.5 pour EN et SO.

Noyau fonct. estégalement une prision par eégression non paragtrique mais vectorielle pour@voir les 12 valeurs simult@ment.
Valeurs optimales respectivement 0,3 et 0,6.

ARH(1) lisse requiert 4 (resp. 3) dimensions as$®sa un pararatre de lissage de610~° (resp.810~5).
ARH(1) local requiert 3 (resp. 2) dimensions assms€a un pararatre de lissage d&910—° (resp.510~5).

La <erie des pressions est sensiblement plé&girtieres, ce qui n'a rien de surprenant, étessite donc des lissages plus importants
que la &rie des temgratures.

La figure A.2 montre une comparaison graphique de lavsion de I'anige 1986 de El Nio. Les pevisions scalaires y sont
reliees par des segments de droite tandis que @magions fonctionnelles sont interjgals par des splines cubiques. Pour cett@aenn
le mockle SARIMA se montre &s cefaillant tandis que les pdicteurs non paragtriques ont des performances voisines. Bssltats
similaires sont obtenus pour large SO. Le tableai.1 synthétise ces performances sur urézipde de 10 ans en prenant en compte
I'erreur quadratique moyenne degpision (EQMP) et I'erreur absolue moyenne relative (EAMR). Dans I'ensemble g®aes non
parangtriques se@welent bien meilleures que laagthode paragtriqgue (SARIMA) qui est rame inErieurea la pgvision climatique.
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TAB. A.1 — Comparaisons des erreurs quadratiques et erreurs absolues relatissierpsur la priode
1987-1996.

El Nifio index S. Osc. index
Prédicteur EQMP | EAMR | EQMP | EAMR
Climat. 0.73| 25% 091| 6.3%
SARIMA 1.45| 3.7% 095| 6.2%
Noyau 0.60 2.3% 0.87 6.1%
Noyau fonct. 0.58 2.2% 0.82 6.0%
ARH(1) lisse 055| 2.3% 0.78| 5.8%
ARH(1) local 053 2.2% 0.82| 5.8%

Plus pecigement, les rathodes fonctionnelles apparaissent sur cet exemple sensiblement plus performantes que les approches par
noyau scalaire ou vectorielle. Le manque de statiorfmast sans doute responsable du mauvais comportement dleng8ARIMA

surtout dans le cas de large des temgratures (EN) dont la meilleuregrision est fournie par le méte ARH(1) avec une estimation

locale de la structure de covariance.

4 Modeélisation par arbre
4.1 Objectif

La mocklisation de donees fonctionnelles par des arbres binaires est iuysdr un prot#me renconé frequemment dans I'in-
dustrie agro-alimentaire ou plugggralement en chimiogtrie. Dans ce travail en cours (Besse et Farkas, 2003) Il s’agit de discriminer
diff erentes qualé@s de produits alimentaires uniquemapartir de Ietude des chromatogrammes obtenus par chromatographie liquide
haute performance. Nous disposons pour cela d'un jeu decgsriasu de 64 produitgpartis en deux qualis differentes. Il s'agit
de jus d’orange, soit directement pres®n laboratoire, certains d’entre eux ayant subalablemeng I'analyse un traitement de
pasteurisation, soit de jus issus du commerce, dont certairgopasteuriss industriellement. La variable qualitat&expliquer est
la pasteurisation (fsence/absence). La motivation estude de la faisabil d'un outil de @tection de fraude.

4.2 Lachromatographie

Les don@esétudies onéte fournies par le LARA, laboratoire d’analyses chimiques de pesticides, polluants, et produits agro-
alimentaires. Elles oréte obtenues en analysant des jus d'orange d'origines diverses par chromatographie liquide haute performance
en phase inverse (RP-HPLC). La chromatographie en phase liquide estthmdmde &paration physico-chimique des constituants
d’'un mélange base sur les diffrences d'affiniés chimiques de ces derniers pour, d'une part, une phase liquide mobile dans laquelle
ils sont dissous et qui les enine, et d’autre part, une phase solide poreuse stationnaire (une codamaegrs laquelle ils migrent. A
la sortie de la colonne chromatographique, I's#e\d’'un compas est identife par un dtecteur qui transforme et amplifie iponse
en un signaklectrique. L'ensemble de ces mesures est enrégestrtempséel. La courbe qui &crit ces mesures en fonction du
temps est appéeé chromatogramme : elle asso&iehaque instanten abscisse, la mesure amg@éide I'absorption du rayonnement
(en ordonie) par les m@cules sorties de la colonece néme instant. C'est ainsi que chaque “pic” de la courbe (voisinage d'un
maximum local, apgrs un lissage ad hoc de la courbe Hre)tiesulte du passage des ealles sorties de la colonne aux instants
inscrits en abscissela base du pic (voir figurA.3).

Les chromatogrammes sont utdspour quantifier les concentrations de certainegoubés connues, recheégs dans le solaf
et convenablemenépakes par la reéthode. Le calcul de ces concentrations est posailpertir du chromatogramme, &gridenti-
fication du pic correspondaatla mokcule recherdbe, et apes estimation de certains paraimes. Ceci se fait au moyen de tests de
calibration. Il n’en reste pas moins que tous les pics d’'un chromatogramme ne sont pas toujourssdentfest notamment le cas
des donges de cettétude.

4.3 Problematique

La nature des dor@es, leurs caragtistiques, posent des prébhes tés sggcifiques pour atteindre I'objectif rechegcte discri-
mination. Les donees sont en effet des courbes ou signa@s@ntant un pas de digtisation tes fin etevoluant donc dans un espace
de tes grande dimension (6912, finalemezduitea 128) au regard du nombre de ces courbes (64). Quelle est, parmi les approches
statistiques adapesa un probéme mal pos de discrimination celle la plus adap& notre situation ?

Les nethodes adapes au prol@me de discrimination de deux classes sont en effet nombreusesesvanalyse discriminante,
régression logistique; plus proches voisinsgseaux de neurones, arbres binaires (CART).. . La plupart s’adaptent facikehent
donrees fonctionnelles une fois que les courbes sont ex@indans une base apprégrj toutes adoptent des types de 6ty
similaires pour faire face au prashe de dimension.&luction par &lection de variables ou ici de fonctions de la bagsluction par
projection sur un sous-espace (composantes principales, RigB)arisation par@nalisation de la complextde la solution ou de la
norme des paragtres.

Il serait vain et fastidieux de vouloir toutes les essayer dans lesmmmbreuses variantes. Quelques remarques et tentatives
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FiG. A.3 —Chromatogramme permettant d’identifier visuellement 7 pics entre les minutes 4.8 et 15, chacun
correspondané un compos affecé a un temps dlution qui lui est propre dans les conditions de I'analyse.

permettent de se focaliser sur les algorithmes d@ggtion d’arbres.

Les courbes obseges sont fortement igulieres (cf. fig.A.3) et I'objectif est certes jdictif : decider de la nature du jus
d’'orange, mais aussi explicatif. Quelles sont leséuales impligées dans I'obtention de la discrimination, c'astlire quelles sont
les positions des pics correspondant. PEEmcongquence, parmi les bases de fonctions les plus classiques : Fourier, fonctions propres
issues d’'une analyse en composantes principale€condposition de Karunen-Loeve, splines, ondelettes, seules cesrdersont
adapéesa notre objectif : ne pas lisser les pics comme le font des splines pduire la dimension et tenir compte de localisation.
Deuxiéme congéquence, nous recherchons un &ledparardtrique susceptible d'intertation contrairemerit ce que peut proposer
un reseau de neurones ou un algorithme de fyypéus proches voisins.

En résung, une écomposition des chromatogrammes sur une base d’ondéletigisnentaires (base de Haar), fournit une
repiesentation des chromatogrammes dans cette base par un vecte@ir déf&entes techniques de discriminatiogdression
logistique, arbres binaires) ok tesées et compé&es selon un protocole classique.

i. extraction adatoire d’'unéchantillon test,

ii. estimation du mogle sur I'autre partie (apprentissage),
iii. optimisation du modle par validation cro&e (€lection de variable oélagage),
iv. estimation de I'erreur suréchantillon test.

Le proceck est ieré B fois afin de &duire la variance de I'erreur esém® globale et surtout d’apgrier la stabilié des esultats.

Compte tenu de la situatioress particulereétudie, les techniques classiques se montrestitistables. Lesléements 8lectionres
de la base d'ondelettes peuvent beaucoup vaiida fois en position et en niveau deépision d’'unéchantillona l'autre. En
congquence, une autre approche plus sophigggfiolet akatoire cf. chapitrd®) a éte mise en ceuvre suivant leéme protocole.
Un des inéréts majeurs des arbres binaire est leur grande ligbdibnc grande faciktd'interpétation. Cette facudtestevidemment
perdue lorsque le maéde est finalement constéud’un comié d’un milier d’arbres. Banmoins, il est possible d’exhiber des indica-
teurs evelant I'importance prise par chaque variable dans la constitution d’'un arbre.

4.4 Resultats

Pour esumer de fagcon sématique, Il appafaque la Bgression logistique, nég par le nombre de variables explicatives, peine
a trouver un moélle raisonnable et ses capasipédictives sont faibles. De sobte, un arbre seul propose des solutions relativement
instables d’'uréchantillona I'autre, I'interpétation est peu fiable. En revanche, unéfa@katoire conduitt de bonnes gdictions
et le graphe affichant I'importance des variables (figh) est simple d'intergetation. Il indique quels sont l&déments de la base
captant, le plus géralement, la part discriminante du signal. Il est alors facile d'obtenir une localisation gtezate position de
I'ondelette), et donc une identification de la raalile conceree, ainsi qu’une igle sur la pecision (niveau deé&tail) du Esultat obtenu.

1|l existe sur le net de nombreuses introductions aux ondelettasleirs diverses applications. \Voir par exemple les sites :
www.amara.com/current/wavelet.html ou www.stats.bris.ac.uk/pub/reports/Wavelets/Wavelets.html.



94 Chapitre A. Modélisation de donrees fonctionnelles

nivéde8.45a8.72
nivédel4al4.28
iv3de13.72a15.94
ivéde14.56a14.83
nivéde11.5a11.78
ivéde11.78a12.05
nivéde13.72a14
iv5de13.72a14.28
niv5de8.17a8.72
nivéde8.17a8.44

FiG. A.4 —Importance des variables et donc ddéments de la base d’ondelettes dans la discrimination.
Ceux-ci étterminent position et gcision des pics globalement les plus discriminants.

5 Conclusion

Tant les exemples tr&$ dans ce chapitre que I'analyse de dmmsimiudes montrent l'irérét de prendre en compte le cakxet
fonctionnel des doréres obserges. Cette approche implique unitenéthodologique. C'est I'effort qui permet d’adapter au mieux
les nethodes multidimensionnelles aux dées eta leur probématique afin d’en extraire la composante la plus pertinente. Toute
méthode statistique exploratoire, de classification ou deéfiszation, aéte ou peuitre adagea ce contexte en intervenaafcing
niveaux.

i. Plongement des observations dans un espace fonctionnel par I'utilisation d’une base (splines, Fourier, ondelgtea)iadapt

probleme poé : hypotlese ou non deegularié par oppositiora la pesence juge significativite de singulaés.
ii. Nécessi éventuelle de recaler les courbes par une transformation reairénde lechelle des tempsirve registratiof afin
de faire cincidera priori certainsevenements dans le temps.

iii. Prise en compte de la dimensionnalitans le choix de la technique de rabisiation. Intervention d’un lissage susceptible de
réduire le bruit et/ou d’'une norme apprd@i(Sobolev) prenant en compte les hypstis de@gularie ou une connaissance
a priori du ptenonene. Stabilisation de I'estimateur pa&gularisation. Dans le cas contraire mettre en ceuvre @tleate
approprée de 8lection de variables ogiéments de la base powduire la dimension.

iv. Dans la mesure du possible, optimisation conjointedplgtie €quentielle des céres et paragtres implig@s dans I'analyse.



Chapitre B

Introduction au mod ele lineaire genéeral

L'objet de ce chapitre est d'introduire le cadrédhnique global permettant de regrouper tous les étesd(lireaire gaussien,
logit, log-linéaire) qui visena exprimer I'esprance d’une variablééponseY” en fonction d’'une combinaison Eaire des variables
explicatives. Lemoctle lintaire ¢eréral dévelopg initialement en 1972 par Nelder et Wedderburn et dont on trouvera destexpos
détailles dans Nelder et Mc Cullagh (1983), Agresti (1990) ou Antoniadis et col. (1992), n'est ici qu'ésqfirssle @finir les
concepts commuresces modles : famille exponentielle, estimation par maximum de vraisemblance, tests, diagnestitss.rl est
mis en ceuvre dans plusieurs logiciels dont GLYUn de Splusgenmod etinsight  de SAS.

1 Composantes des magles

Les moeles cataloges dans la classe des nétek lirtaires gréraliss sont caraétises par trois composantes.

1.1 Distribution

La composante @atoire identifie la distribution de probabiét de la variablé expliquer. On suppose queé&dthantillon sta-
tistique est constitiden variables aatoires{Y;;: = 1,...,n} indépendantes admettant des distributions issues dtroeture
exponentielleCela signifie que les lois de ces variables sont déssrpar une dme mesure dite d&ference et que la famille de
leurs densks par rappora cette mesure se met sous la forme :

yi0; — v(6;)
u(e)

Cette formulation inclut la plupart des lois usuelles comportant un ou deux paEEM gaussienne, gaussienne inverse, gamma,
Poisson, binomiale. ... Le par&tned; est apped paranetre naturelde la famille exponentielle.

F(ys; 05, b) =eXP{ +w(yz‘7¢)}- (B.1)

Attention la mesure deéaférence change d’une structure exponenti@ll@autre, la mesure de Lebesgues pour une loi continue,
une mesure diséte combinaison de masses de Dirac pour une loi&lisc€onsulter Antoniadis et col. (1992) pour unesgntation
géreérale des structures exponentielles et des pe@zasymptotiques des estimateurs de leurs pEram

Pour certaines lois, la fonctiamest de la forme :
u(¢) = —
wi

ou les poidsv; sont les poids connus des observationgdiicia 1 pour simplifier i» est appe# alorsparanetre de dispersignc’est
un parangtre de nuisance intervenant, par exemple lorsque les variances des lois gaussiennes sont inconageia thaisur les
lois & un pararatre (Poisson, binomiale). L'expression de la structure exponenti2lli¢ ¢ met alors sous f@rme canoniquen
posant :

Qo) = g
a(9) = exp{—”f)},

bly) = exp{w(y,¢)},

on obtient

F(yi,0:) = a(8:)b(y:) exp {y:Q(0:)} - (8.2)

1.2 Prédicteur linéaire

Les observations planées des variables explicatives sont orgaessdans la matricX de planification d’exprience (design
matrix). Soit3 un vecteur de paranetres, le pedicteur lireaire,composante &terministedu mockle, est le vectewrn composantes :

n=Xpg.
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1.3 Lien

La troiskme composante exprime ureation fonctionnelleentre la composante&dtoire et le padicteur lireaire. Soit{ u; =
E(Y;);i=1,...,n}, on pose
m=g() i=1,...,n
ou g, appeéefonction lien est suppase monotone et di#irentiable. Ceci revient doraacrire un moéle dans lequel unfenction de
la moyenneppartient au sous-espace engérhr les variables explicatives :

, .
g(p) =x;8 i=1,...,n.
La fonction lien qui associe la moyenpg au paranatre naturel est appgmfonction lien canoniqueDans ce cas,

g(pi) = 0; = x;B.

1.4 Exemples
Loi gaussienne

Dans le cas d’'uigchantillon gaussien, les dergsitd’une famille de loi$V'(y;, 02) s'écrit :

Ly = L (i — ma)?
f(yul/'z) = \/ﬁ exp {_ 202 }

13 ly? 1 2 Hi
= exp{—ip exp _§§_§ln(27m) exp{yig}

En posant
0; i
Q) = E = %
a(f;) = exp{fgg—z}
blyi) = exp {—%% - % 1n(27702)} .

la famille gaussienne se met sous la forme canoniBu® Qui en fait une famille exponentielle de paraime de dispersiop = o2
et de pararatre naturel

0; = E(Yi) = wi
et donc de fonction lien canonique, la fonctidentite.

Loi de Bernouilli

Consiceronsn variables &atoires binaires irgpendanteg’; de probabilié de sucesr; et donc d’espranceE (Z;) = ;. Les
fonctions de densitde ces variables so@ements de la famille :

f(ziym) =at (1 —m) "% = (1 — m;) exp {zi In il i } ,

—

qui est la forme canonique d’une structure exponentielle de geramaturel

X

91':11’1

177@.

Cette relation dfinit la fonctionlogit pour fonction lien canonique asséeia ce moeéle. La loi binomiale conduia des ésultats
identiques en cons@tant les sommes dg; (n; connus) variables de Bernouilli.

Loi de Poisson

On consi@ren variables inépendanted’; de loi de Poisson de paratne; = E(Y;). LesY; sont par exemple les effectifs
d’une table de contingence. Ces variables admettent pour @ensit

plie—Hi 1
f(yis i) = =—— = exp{—pi} — exp{y;Inp}
Yi: Yi:
qui sont issues d’une structure exponentielle et, mises sous la forme canonique, detngamatarel
0; =Inp;

déefinissant comme fonction lien canoniquddgarithmepour ce moéle.

2 Estimation

L'estimation des paragtress; est calcude en maximisant la log-vraisemblance du &ledinéaire @rérali€. Celle-ci s’'exprime
pour toute famille de distributions mise sous la forrBelj d’une structure exponentielle.
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2.1 Expression des moments
Notons¢(6;, ¢; y:) = In f(v:; 0:, ¢) la contribution de laéme observatioa la log-vraisemblance.
£0i, ¢3yi) = [yits — v(0:)]/u(¢) +w(yi, ).

L’ étude du maximum de la log-vraisemblanéeessite la connaissance désicees :

oe -
o0, [yi —v'(0:)]/u(®)
824 o

8761.2 = —v"(8:)/u(¢).

Pour des lois issues de structures exponentielles, les conditioggulanie vérifiees permettent dtrire :

2 2
=)= = =) =2(%)
20 067 a0

Alors,
E(Y;) = pi = v'(6:)
et comme
B{0"(0:)/u(¢)} = E{[Y: — v/ (6:)]/u($)}* = Var(Y;) /u”(¢)
il vient donc :

Var(Y;) = v" (6;)u(9) ;

justifiant ainsi I'appellation dparanetre de dispersiopour ¢ lorsqueu est la fonction identé.

2.2 Equations de vraisemblance

Consiceronsp variables explicatives dont les observations sont&éasglans la matrice de plan d'é&jenceX, 3 un vecteur de
p parangtres et le grdicteur lirtairean composantes
n=Xpg.
La fonction lieng est suppase monotone diéfrentiable telle que : n; = g(u;) ;
c’est la fonction lien canonique si :g(p;) = 6;.
Pourn observations suppéss in@épendantes et en tenant compte §uiepend dg3, la log-vraisemblance &trit :

= Inf(yis0i,6) = > €0, b5 )
=1 i=1

Calculons
8&; _ 8&- 86‘i 8/11- 87]7;
0B;  99; Ou; In; 8B;
Comme
ol; ,
= [y =0 0))/u(®) = (yi — pa)/u(e),
00;
Opi
S = (00 = Var(vi)/u(g),
8772‘ ’
= a; car n; =x|B,
dB; ’
o , . .
dépend de la fonction lienn; = g(u;),
on;
Leséquations de la vraisemblance sont :
= Nz Wi — Hi)Tiqj 8/»’42 .
= =1,...,p.
Z ar(Y o o ST P

i—1

Ce sont de€quations non-lieaires en3 dont la esolution requiert des @thodes iratives dans lesquelles interviennent le
Hessien (pour Newton-Raphson) outiatrice d’'information(pour les Scores de Fisher). La matrice d’information est la matrice

S =X'WX

o LB N migma (Om\?
Sl =E 55 05, = ’Z « Var(Y;) (am)

et al W est la matrice diagonale de “posmtion” :

(Wl = Varz Y;) <Zl:7z>2

de terme gréral
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2.3 Fonction lien canonique

Dans le cas particuliertola fonction lien du moéle linéaire g@rérali€ utilisee est la fonction lien canonique ass&eca la
structure exponentielle alors plusieurs simplifications interviennent :

n = 0; =xi8,
8/.“ 8,“4', 8"/(02’) 1"
- - — 0" (6;).
o 90, o6, U (09

Ainsi,

ot _ Mv"( Daij = (i — pi)
9B; Var(Y;) “ u()

De plus, comme les term%ai ne cependent plus dg;, on montre que le Hessien &gjala la matrice d'information et donc les
méthodes de&solution du score de Fisher et de Newton-Raphsamcatent.

Tij-

Si, de plusu(¢) est constante pour les observations ggsations de vraisemblance deviennent :
X'y =X'pn
Ainsi, dans le cas gaussien, le netelsecrivantye = X3 avec la fonction de lien canonique idegtibn retrouve la solution :
b= (X'X)"'X'y

qui caincide avec celle obtenue par minimisation des moindregsarr

3 Qualité d’ajustement

Il s’agit d’évaluer la quali d’ajustement du made sur la base des diffences entre observations et estimations. Plusieuesasit
sont propoas.

3.1 Deviance

Le mockle esting est compdravec le modle ditsaturé, c’est-a-dire le moéle posédant autant de parames que d’observations
et estimant donc exactement les dees. Cette comparaison estéasur I'expression de BevianceD des log-vraisemblances et
Lsat:

D = —Q(E — Esat)

qui est le logarithme du cardu rapport des vraisemblances. Ce rapport remplace @nergise” I'usage des sommes de €arr
propres au cas gaussien et darltestimation par moindres c&s.

On montre qu'asymptotiquemerd, suit une loi duy? an — p deggés de libe& ce qui permet de construire un test de rejet ou
d’acceptation du magle selon que la&viance est juge significativement ou non importante.

Attention I'approximation de la loi dy? peutétre douteuse. De plus, dans le cas de @esmon grouges (moéle binomial),
le cadre asymptotique n’est plus adapér le nombre de parasnes estirés tendegalement vers l'infini avea et il ne faut plus se
fier a ce test.

3.2 Testde Pearson
Un test duy? estégalement utilié pour comparer les valeurs obsegsy; a leur pévision par le modle. La statistique du test
est cefinie par
I o2
2y~ Wi — )
=1 Var(i)
(u; est remplae parn;m; dans le cas binomial) et on montre qu’elle admet asymptotiquemerér@enoi que la dviance.

En pratique ces deux approches conduisetes ésultats peu diéfrents et, dans le cas contraire, c’est une indication de mauvaise
approximation de la loi asymptotique. Sachant que Beapce d’une loi dy? est son nombre de degy de liber et, connaissant
les aspects approximatifs des tests construits, I'usage est souvent de comparer les statistiques avec le nonéwre eélungyrle
mockle peutre jug satisfaisant pour un rappdt/ddl plus petit que 1.

4 Tests

Deux crieres sont habituellement projgsspour aider au choix de melé.

4.1 Rapport de vraisemblance

Comme dans le cas de lagression multiple @ un test permet de comparer un retedavec un mogle ©duit, le rapport de
vraisemblance ou la défence de @viance est unevaluation de I'apport des variables explicatives seppntaires dans I'ajustement
du mockle. La difference des@biances entre deux melksembdtésrespectivemeriq; etga (g2 > g1) variables explicatives

Dy — Dy = 2(L1— Lsa) — 2(L2 — Lsay)
2(L1 — L2)
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suit approximativement une loi ge? a (g2 — q1) degiés de libe pour les loisx 1 parardtre (binomial, Poisson) et une loi de Fisher
pour les loisa deux paramtres (gaussienne). Ceci permet donc de tester la signifiéadigita diminution de la&viance par I'ajout
de variables explicatives ou la prise en compte d'interactions.

4.2 Testde Wald

Ce test est ba&ssur la forme quadratique faisant intervenir la matrice de covariance desgi@antinverse de la matrice
d’information obserée (X’WX)~!. Cette matrice est caldega partir du Hessien approglpar I'algorithme de maximisation. Elle
géréralise la matricé X’ X) 1! utilisée dans le cas du mek lintaire gaussien en faisant intervenir une matWéede ponération.
Ainsi, test de Wald et test de Fisher séquivalents dans le cas particulier du ratedgaussien.

Si la matriceK, dite contraste définit 'ensembleH des hypotksesa tester sur les paratres :
K'8 =0,
on montre que la statistique
(K'b)/(K'(X'WX) 'K) 'K'b
suit asymptotiquement une loi g¢?.
Attention le test de Wald, approximatif, peut ne @se pécis si le nombre d’observations est faible.

5 Diagnostics

De nombreux indicateurs, comme dans le cas dé&dmession lidaire multiple, sont propés afin dévaluer la quali ou la
robustesse des melkes estirgs. lls concernent laédection des valeurs influentes etlide graphique deésidus. La éfinition de ces
derniers pose quelques diffioedt

5.1 Effetlevier

On construit la matrice de projection (hat matrix)
H=W!/2X(X'WX) 'X"YW!/2,

relative au produit scalaire de matri8¥, sur le sous-espace engedghar les variables explicatives. Les termes diagonaux de cette
matrice suprieursa (3p/n) indiquent des valeurs potentiellement influentes. Le graph@&septant les points d'ordoaesh;; et
d’abscisses le nu@mo de I'observation les visualise.

5.2 Residus

Avec des erreurs ce@es, additives, c’est-dire dans le cas du melé gaussien utilisant la fonction lien ideatifl est naturel de
définir des ésidus par :
gi=yi — E(yi) = yi — pa-
comme dans le cas du m&lé linéaire. Ce cadre est ici inadépu cas gréral et diferents substituts sont prog@ss Chacun possle
par ailleurs une versiostandardig€eet une versiorstudentige

Pearson

Les ésidus obtenus en comparant valeurs olisesy; et valeurs peditesy; sont poné@rés par leur gcision estirde par lecart-
type :s; deg;. Ceci ctfinit les esidus de Pearson :
Yi — i
Si
dont la somme des c&@s conduit la statistique du &me nom. Cesasidus mesurent donc la contribution de chaque obsenatmn
significativite du test @coulant de cette statistique. Par analogie auaiedéheaire, on erifie que ce sontgalement lesasidus de la
projection par la matricél.

Tpi =

Ces esidus ne sont pas de variance @rgt sont donc difficiles interpeter. Une estimation de leuéesarts-types condué la
définition des esidus de Pearson standaédis

rpa; = YT Ui
T sivhi

faisant intervenir le terme diagonal de la matride

De plus, prenant en compte que les estimationsedests-types; dépendent de laeme observation et sont donc biss des
résidus studentés sont obtenus en approchant au premier ordre le garate dispersios;) calcué sans laéme observation :

rpy = L — Ui
ti — T —-
om
Déviance

Ces Esidus mesurent la contribution de chaque observatianeviance du moéle par rapport au mede satue. Des versions
standardiges et studeni®s en sonté&finies comme pour ceux de Pearson.
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Anscombe

Les lois des&sidus pecedents sont inconnues eéme dissyratriques. Anscombe a donc propade faire oprer une transfor-
mation peéalable afin de construire déssidus suivant une loi normale :

_ t(yi) — t(9:)
TA; = TR
t'(yi)si
L'explicitation de la fonctiont dans le cadre du mede lineaire grérali® est relativement complexe mais le calcul en est fourni par
les logiciels. Comme j@cedemment, des versions standagdiset studengées sonégalement calcéks.

Un graphe utilisant ceesidus en ordor@es et les nugros d’observation en abscisses permet d’identifier les observations les
moins bien ajustes par le magle.

5.3 Mesure d'influence

De nombreux indicateurs sont propgssafin dévaluer I'influence d'une observation sur I'estimation d’un param sur les
prédictions ou encore sur la variance des estimateurs. Le plugptdisiistance de Cook, mesure globalement I'influence sur I'en-
semble des paragires. C'est la distance, au sens de &tnque efinie par I'inverse de la covariance des pagtmes, entre le vecteur
des paramtresb estimé avec toutes les observations et celui estionsque laéme observation est suppiée

1 —
Di= (b~ b)) (X'WX) "' (b —b(;)).
Cet indicateur prend simultément en compte I'effet levier et I'importance dasidu de chaque observation. Le graphe de ces valeurs
est donc plus synétique et intergetable en tenant compte du graphe desidus et de celui des termes diagonau¥ie

6 Complements

6.1 Sur-dispersion

Dans certaines situations, par exemple lors d’observatiépsritiantes, la variance de la variabjesuppoge binomiale ou de
Poisson, qui est #oriquement fige par le modle, est plus importante, multige par un facteur échelle (scale parametesf.
Si ce pararatre est plus grand que 1, on dit gqu'il y a sur-dispersion. Ui¢hode baise sur une maximisation de la formule de
guasi-vraisemblancest alors utili€e pour estimea la foiso et 3.

6.2 Variable “offset”

Lorsque la variablé expliquer dans le cas d'un méld linéaire grérali€ dependégalementinéairemend’une autre variable,
cette derrire est @clageoffsetet sert ainsa “tarer” le moatle. Exemple : pour maiser le nombre de sinistregclags par cagorie
de conducteurs, la variabf®mbre de contratsst ceclage “offset”.



Chapitre C

Introduction au bootstrap

1 Introduction

La motivation dubootstrag (Efron, 1982 ; Efron et Tibshirani, 1993) est d’approcher par simulaMonge Carlg la distribution
d’'un estimateur lorsque I'on ne corih@as la loi de lechantillon ou, plus souvent lorsque I'on ne peut pas supposer qu'elle est
gaussienne. L'objectif est de remplacer des hypsitprobabilistes pas toujourarifiees ou rBme inerifiables par des simulations et
donc beaucoup de calcul.

Le principe fondamental de cette technique éechantillonnage est de substitueta distribution de probabigtinconnueF,
dont est issu Bchantillon d’apprentissage, la distribution empiriq‘Aﬂqui donne un poidd /n a chaqueé&alisation. Ainsi on obtient
un échantillon de taille: dit échantillon bootstraselon la distribution empiriqu@ parn tirages abatoires avec remise parmi les
observations initiales.

Il est facile de construire un grand nombré@chantillons bootstrap sur lesquels calculer I'estimateur coacémloi simuee
de cet estimateur est une approximation asymptotiquement convergente sous desskegpatisonnablésle la loi de 'estimateur.
Cette approximation fournit ainsi des estimations du biais, de la variance, donc d’'un risque quadratiduee eta® intervalles de
confiance de I'estimateur sans hypask (normalit) sur la vraie loi.

1.1 Principe duplug-in

Soite = {z1,...,zn} unéchantillon de taille: issue d’une loi inconnué” sur (2, .A). On appelleloi empirique ' la loi
discete des singletonge 1, . . ., z, ) affecés des poids /n :

n
F=>" 6.

.
-

SoitA € A, Pr(A) est estinge par :

(P)r(A) = Pa(4) = 3 6,,(4) = %Cardxi €A

De manere plus @rérale, soitd un parangétre dont on suppose que c'est une fonction de laFlobn écrit doncd = ¢(F). Par
exempley = E(F) est un paramtre deF’ suivant ce modle. Unestatistiqueest une fonction (mesurable) déd¢hantillon. Avec le
méme exemple :

etT est la statistique qui estime On dit que c’est un estimateur “plug-in” et, plusrgralement,

DEFINITION C.1 — On appelle estimateyniug-in d'un paranetre § de F, I'estimateur obtenu en remplagant la |81 par la loi
empirique :

0= t(F).

3]

comme dans le cas de l'estimationgefi = E(F) =

1Cette appellation est ins@ie du baron de khchhausen (Rudolph Erich Raspe) qui se sortit de sables mouvants par traction sur
sestirants de bottesEn France “bootstrap” est parfois traduit pda Cyrano(acte Ill, s€ne 13) ené&féerencea ce leros qui pevoyait
d'atteindre la lune en se plagant sur une plaque de fer ebeamitle jet d’'un aimant.

2Echantillon inéépendant de Bme loi et estimateur irghendant de I'ordre des observations.

101



102 Chapitre C. Introduction au bootstrap

1.2 Estimation de I'ecart-type de la moyenne
Soit X une variable &atoire eelle de loiF". On pose :
pe = Ep(X), et of =Varp(X) = Er((X - ur)?];
Ce qui sécrit :
X ~ (pp,0F).
Soit (X1, ..., Xn) n variables aatoires i.i.d. suivant aussi la Iéi. PosonsX = 137" | X;. Cette variable &atoire a pour
esferanceu g et pour variance%/n. On dit aussi que la statistique

X ~ (up,0%/n).

Remarquons qu’en moyennant plusieurs valeurs ou observationggdoit ka variance inkrentea une observation. De plus, sous
certaines conditions sur la Iéi et comme ésultat du ttoeme de la limite centraleX converge en loi vers la loi normale.
L'estimateur plug-in de  est cefini par :

52 = &r’=o

= BRIX - B0 = 2 ) (i - T

1=1

L'estimateur plug-in derz est (Egerement) diférent de celui du maximum de vraisemblance. L'estimateur plug-in eséemay
biais¢ mais il a I'avantage @tre simple et de pouvoir s’appliquartout pararatre 8 méme lorsque I'on ne peut pas calculer la
vraisemblance du méde.

2 Estimation bootstrap d’'un écart-type

Soitd = s(z) un estimateur quelconque (M.V. ou autre)@pour unéchantillonz donré. On cherché appécier la pécision
ded et donca estimer sogcart-type.

2.1 Echantillon bootstrap

Avec les némes notationf est la distribution empirique d’uachantillonz = {z1,...,zn}.

DEFINITION C.2 — On appelléchantillon bootstrage  un échantillon de taillen noté
o = {af,... 2%}

suivant la loi F'; * est un e-£chantillon dex avec remise

2.2 Estimation d’un écart-type

DEFINITION C.3 — On appelleestimation bootstrage I’écart-typea’}(ﬁ) ded, son estimation plug-ine 2 (9).

Mais, a part dans le casdsélementaire a, comme dans I'exemple ci-dessdgst une moyenne, il n'y a pas de formule explicite de
cet estimateur. Une approximation de I'estimateur bootstrap (ou plug-ingcirt:type d& est obtenue par une simulation (Monte-
Carlo) cecrite dans I'algorithme ci-dessous.

Pour un paramétre et unéchantillonz donrés, on notd = s(x) I'estimation obtenue sur céchantillon. Uneéplication
bootstrapde§ est donge par 9* = s(x*).

ALGORITHME C.1 : Estimation bootstrap de I'écart-type

e Soita unéchantillon e un parangtre.
e Pour b=1a B Faire

— Selectionner Zechantillon bootstrape*® = {3, ..., 3} par tirage avec remise dans
— Estimer sur ceéchantillon :6* (b) = s(x*?).
e Fin pour

Calculer I'ecart-type de Bchantillon ainsi construit :
-~ 1 Dk D*
o5 = = (") -0"()*

avec 6%()

I
wl
=
<)
=

o p est 'approximation bootstrap de I'estimation plug-in rechéecte lecart-type dé.
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2.3 Estimation du biais
Avec les némes notations : N
0=t(F) et 0=s(x),
le biais d’un estimateur s'exprime comme R
Brp(0) = Ep[s(z)] — t(F).

Un estimateur est sans biaisE[@] = 6. Le biais est aussi une mesure de lagision d’'un estimateur et on a vu qué&ngralement,
les estimateurs plug-ietaient biaigs.

DEFINITION C.4 — On appelle estimateur bootstrap du biais, I'estimateur plug-in :

Brp(0) = Bp(0) = Epls(x*)] — t(F).

Comme pour Ecart-type, il n’existe greralement pas d’expression analytique et il faut avoir recaunse approximation par simu-
lation.

ALGORITHME C.2 : Estimation bootstrap du biais

e Soita unéchantillon e un parangtre.
e Pour b=1a B Faire

- Selectionner Jechantillon bootstrape*® = {z3°, ..., z:b}. par tirage avec remise dans.
— Estimer sur ceéchantillon la éplication bootstrap dé : * (b) = s(x*?).
e Fin pour

ApprocherE  [s(a*)] par % () = & 312, (0% (b)
L'approximation bootstrap du biais es@(@) =0*(.) — 0.

3 Complements

En résung, on peut dire que le bootstrap repose sur une hgsettesélementaire 0* se comporte par rappa‘n@ commed par
rapporta #. La connaissance d& (distribution, variance, biais. . .) renseigne alors sur cellé.de

Beaucoup d'autres comshents sona rechercher dans la Ettature et en particulier dans Efron et Tibshirani (1993). Il est ainsi
possible de éfinir des intervalles de confiance bootstrap en cd@nmaiut la distribution et les quantiles @& ou meme encore des tests
a partir des versions bootstrap de leur statistique.

Le bootstrap rapidemengdrit ici est dit “non-paraigtrique” car la loi empiriqueﬁ est une estimation non-parétrique deF'.
Dans le cas @ F' serait connu@ un pararatre pes, il existeegalement une version diparanetriquedu bootstrap.

Pour des estimateurs plus compkgufonctionnels) comme dans le cas detlgression non-paragtrique par noyau ou spline, il
est facile de construire graphiqguement une enveloppe bootstrap de I'estienptatir de eplications de Bchantillon. Celle-ci fournit
géréralement une bonne aggoiation de la qual de I'estimateur obtenu. Attention, dans le cas deetaession il est en principe
plus justifié de epliquer le tirage sur leesidusplutdt que sur les observations. Ce sont kesidus qui sont en effet supp@ssi.i.d. et
qui vérifient donc les hypottses Bcessaires mais cette approche deviergt sensiblé I'hypothése sur la validé du moale. Il est
finalement d’'usage de consietr unéchantillon bootstrap issu des dé@es initiales (Efron et Tibshirani) :

b booxb booxb
27 ={(x1"91)s - (x5, un ) b
c’'est ce qui &té choisi dans ce document.

Enfin, I'estimation bootstrap est jusé par des progies asymptotiques (convergence en loi) lorsque le nombregieations
(B) croit conjointement avec la taille deeEhantillon ¢).
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