
Analyse multi�echelle de �lmspour la reconstruction du reliefLionel MoisanR�esum�e - Nous d�ecrivons l'unique �ltrage multi�echelle de �lms causal, local, et compati-ble avec la reconstruction du relief lors d'une observation selon un mouvement de translationrectiligne de la cam�era, et montrons qu'il peut s'interpr�eter comme l'unique �ltrage lin�eairedu mouvement de la cam�era laissant le relief invariant.Multiscale analysis of movies for depth recoveryAbstract - We describe the unique multiscale analysis of movies that is causal, local,and compatible with the depth recovery in the case of a straight movement of the camera,and we show that it can be interpreted as the unique linear �ltering of the camera movementwhich preserves depth.Abridged english version - Let us de�ne a movie as a bounded map u : IR3 ! IR,where u(x; y; �) is the grey-value at point (x; y) of the image at time �. If we observe inperspective a surface Z(X;Y ) by a straight movementX = C(�), in such a way that a pointM (X;Y; Z) of the scene is projected at time � onto P (x = X�C(�)Z ; y = YZ ; �) in the imagereferential, then we can hope to recover the depth Z of the scene from the movie by usingthe equation Z = � 1vC0(�), where v = � u�ux is the velocity �eld on the movie. However, onthe one hand the movie is often di�cult to process as it is, on the other hand the speed ofthe camera, V (�) = C 0(�) is neither always known nor constant, so that it is necessary toregularize the movie in a way we study here as multiscale analysis.A multiscale analysis is a family of operators (Tt)t�0 which, applied to an initial movieu0, leads to �ltered versions u(t) = Ttu0 at all scales t. It has been shown (cf [1]) thatunder reasonable hypotheses of locality, causality, and space/time/grey-level translationinvariance, multiscale analyses of movies can be described by partial derivative equations ofthe type @u@t = F (D2u;Du; t), with initial condition u(:; 0) = u0.In addition to these hypotheses, we constrain the analysis to satisfy three invarianceproperties in agreement with the depth recovery :1. Any operator T on u which preserves the velocity �eld commutes with the analysis.[v-Compatibility] : 8T : u 7! T (u; x; y; �); (8u; v[u] = v[Tu])) (8t; T � Tt = Tt � T ):2. The analysis commutes with the superimposition of a uniform straight translationmovement on the movie (cf [1]).[Galilean Invariance] : 8u; t; �; (Ttu) � B� = Tt(u � B�), where B�(x; y; �) = (x ���; y; �).3. The analysis does not depend on the focal of the camera.[Zoom Invariance] : 8u; t; �; (Ttu) �H� = Tt(u �H�), where H�(x; y; �) = (�x; �y; �).1



Theorem 1 Under the axioms [v-Compatibility], [Galilean Invariance], [Zoom Invariance],the multiscale analysis satis�es, up to a rescaling, the unique partial di�erential equation@u@t = tu�� with � = (�u�ux ; 0; 1) and u�� = [D2u](�; �)and for this equation, scale is covariant to �.Proposition 1 The multiscale analysis @u@t = tu�� di�uses each component of the movement(velocity v = dPd� , acceleration d2Pd�2 ; : : : dnPd�n ; : : :) in the same direction as u, i.e@@t (dnPd�n ) = t(dnPd�n )�� :In particular, v follows an intrinsic, polynomial and causal di�usion equation,@v@t = tv�� = t(v�� + 2vv�x + v2vxx):Moreover, we give another justi�cation of the fundamental equation obtained in theo-rem 1. Let us say a movie u(x; y; �) is ideal if we can �nd some functions C(�), Z(X;Y )and U (X;Y ) so that everywhereu(X �C(�)Z(X;Y ) ; YZ(X;Y ) ; �) = U (X;Y );meaning that the movie u can be interpreted as a scene Z(X;Y ); U (X;Y ) (depth and lam-bertian luminosity) observed under camera movement C(�).Theorem 2 The equation @u@t = tu�� produces, from an ideal movie u0, a sequence of idealmovies u(t), with the same depth interpretation as u0, but for which the underlying cameramovement is a linearly �ltered version of u0's one. This is the unique v-compatible multiscaleanalysis of movies that satis�es these properties ; moreover, the evolution of the movieinterpretation is given by @Z@t (X;Y; t) = 0 ; @C@t (�; t) = t@2C@�2 :||||||||||||{On d�e�nit un �lm comme une fonction u born�ee de IR3 dans IR, dont la valeur u(x; y; �)repr�esente le niveau de gris au point (x; y) de l'image �a l'instant �. Lorsqu'on observe enperspective une surface Z(X;Y ) selon un mouvement de translation rectiligne X = C(�),de sorte qu'un point M (X;Y; Z) de la sc�ene observ�ee se projette �a l'instant � en P (x =X�C(�)Z ; y = YZ ; �) dans le r�ef�erentiel de l'image, on peut th�eoriquement reconstruire le reliefZ de la sc�ene �a partir du �lm obtenu grâce �a l'�equation simple Z = � 1vC0(�), v �etant lechamp des vitesses sur le �lm, d�etermin�e par v = � u�ux . Cependant, d'une part le �lm brutest souvent di�cile �a exploiter tel quel, parce que le calcul direct du champ des vitesses,tr�es sensible au bruit et �a l'estimation du gradient, est en g�en�eral impossible, d'autre partla vitesse V (�) = C 0(�) de la cam�era n'est pas toujours connue ou constante. Il devientalors n�ecessaire de faire subir au �lm un traitement r�egularisant pr�ealable en exploitant laredondance de l'information qu'il contient sur le relief de la sc�ene, ce que nous �etudions icisous la forme d'analyse multi�echelle. 2



Une analyse multi�echelle est une famille d'op�erateurs (Tt)t�0 qui, appliqu�ee �a un �lminitial u0, conduit �a des versions �ltr�ees u(t) = Ttu0 �a des �echelles t de plus en plus grossi�eres.On sait (cf [1]) que sous des hypoth�eses raisonnables de localit�e, causalit�e, et invariance partranslation d'espace, de temps et de niveau de gris, les analyses multi�echelles de �lms sontd�ecrites par une �equation aux d�eriv�ees partielles de la forme@u@t = F (D2u;Du; t) (1)avec la condition initiale u(:; 0) = u0, o�u F est une fonction continue et croissante parrapport �a son premier argument.Nous imposons de plus �a l'analyse multi�echelle de v�eri�er des propri�et�es d'invariance enaccord avec la reconstruction du relief. Lorsque la vitesse de la cam�era V (�) est connue ouconstante, la reconstruction du relief est �equivalente au seul calcul du champ des vitesses surle �lm. Il est alors naturel d'imposer que tout op�erateur sur les �lms pr�eservant le champdes vitesses (et donc le relief) commute avec l'analyse, ce qui peut s'exprimer par l'axiomesuivant :Axiome 1 L'analyse multi�echelle (Tt) v�eri�e [v-Compatibility] ssi tout op�erateur T : u 7!T (u; x; y; �), tel que v[Tu] = v[u] pour tout �lm u, v�eri�e T � Tt = Tt � T �a toute �echelle t.L'axiome suivant est l'invariance galil�eenne classique, d�eja utilis�ee dans [1], exprimant lacommutativit�e entre l'analyse multi�echelle et la superposition d'un mouvement de transla-tion rectiligne uniforme B� sur le �lm :Axiome 2 L'analyse multi�echelle (Tt) v�eri�e [Galilean Invariance] ssi elle commute avecl'op�erateur B�(x; y; �) = (x���; y; �), i.e. pour tout �lm u et pour tout r�eel � : (Ttu)�B� =Tt(u �B�).En�n, pour que l'analyse multi�echelle ne d�epende pas de la focale de la cam�era, il convientd'imposer qu'elle commute avec toute homoth�etie spatiale :Axiome 3 L'analyse multi�echelle (Tt) v�eri�e [Zoom Invariance] ssi pour toute homoth�etieH�(x; y; �) = (�x; �y; �), on a (Ttu) �H� = Tt(u �H�).Ces trois axiomes, ajout�es aux axiomes �el�ementaires du �ltrage multi�echelle (localit�e,causalit�e, invariance par translation d'espace, de temps et de niveaux de gris), d�eterminentune unique �equation d'�evolution.Th�eor�eme 1 Sous les axiomes [v-Compatibility], [Galilean Invariance] et [Zoom Invari-ance], l'analyse multi�echelle v�eri�e, �a une renormalisation d'�echelle pr�es, l'unique �equationaux d�eriv�ees partielles@u@t = tu�� avec � = (�u�ux ; 0; 1) et u�� = [D2u](�; �) (2)et pour cette �equation, l'�echelle est covariante �a �.D�emonstration simpli��ee : Nous allons tout d'abord donner quelques notations.Consid�erons une fonction f(P (�); �) = f(x; y; �), o�u P (�) est la trajectoire sur le �lm d'unpoint �xe de la sc�ene. On peut d�e�nir la d�eriv�ee totale (ou d�eriv�ee selon le mouvement) def par DfD� = dd�f(P (�); �) = f� +rf:dPd� = f� + vfx:3



Ainsi, l'hypoth�ese lambertienne de conservation de la luminosit�e de P , qui s'�ecrit DuD� = 0,permet de d�e�nir v en termes de l'image u par v = � u�ux . On d�e�nit ensuite de mani�erenaturelle l'acc�el�eration � = d2Pd�2 = DvD� = v� + vvx;soit, sous forme d�evelopp�ee :� = � 1ux �u�� � 2u�uxu�x + (u�ux )2uxx� = �u��ux :� Pour �etablir la preuve du th�eor�eme pr�ec�edent, nous utilisons tout d'abord le fait quede l'axiome [v-Compatibility] d�ecoulent deux autres propri�et�es, �a savoir [Morphological In-variance], qui traduit la commutativit�e de Tt avec la transformation u 7! H(u) pour toutefonctionH croissante (cf.[1]), et [Transversal Invariance], qui traduit l'invariance de l'analysevis-�a-vis de la coordonn�ee y [i.e. Tt commute avec l'op�erateur u(x; y; �) 7! u(x; y; �)f(y) pourtoute fonction f injective].Lemme 1 Sous les axiomes [Morphological Invariance] et [Transversal Invariance], l'analysemulti�echelle peut s'�ecrire sous la forme@u@t = uxF (�; v; t) (3)El�ements de d�emonstration du lemme 1: Partant de l'�equation (1) : @u@t =F (D2u;Du; t), on montre tout d'abord en utilisant l'invariance transversale que F ne peutd�ependre de uyy. Dans un second temps, par un proc�ed�e inspir�e de Giga et Goto [2] utilisantla croissance de F , on �elimine toute d�ependance en uxy et uy�. Le dernier terme selon y,uy, disparâ�t alors naturellement en r�eutilisant l'axiome d'invariance transversale, et l'onaboutit ainsi �a une �equation du type @u@t = F(uxx; ux�; u��; ux; u�; t).On sait alors (cf. [1]) que pour les termes du second ordre, la croissance de F et lamorphologie restreignent les possibilit�es �a des termes de la forme [D2u](~a;~b), o�u ~a et ~bsont dans le plan orthogonal �a Du, not�e (Du)?. Comme nous venons de le voir, l'axiome[Transversal Inv.] interdit de plus toute composante en y, de sorte que ~a et ~b doiventappartenir �a la droite (Du)?\ (x; �) = (�). On obtient ainsi l'unique terme (morphologique)admissible du second ordre, � = � 1ux [D2u](~�; ~�), �a un coe�cient multiplicatif du premierordre pr�es. Pour r�eduire les termes restant du premier ordre, on r�e�ecrit @u@t = F(�; ux; u�; t)en @u@t = uxG(�; v; t; ux) et l'invariance morphologique montre alors que G ne peut d�ependrede ux, d'o�u le r�esultat annonc�e.Puisque l'axiome [v-Compatibility] supprime toute d�ependance de l'analyse multi�echelleselon la coordonn�ee y, ce qui revient encore �a dire que cette analyse op�ere ind�ependammentselon les sections y = cte, nous ignorerons souvent par la suite la coordonn�ee y et �ecrironsu(x; �) pour u(x; y; �), y �etant suppos�e �x�e.� Pour achever la d�emonstration du th�eor�eme, on r�eduit s�epar�ement l'�equation (3) parles axiomes [Galilean Invariance] et [Zoom Invariance], qui m�enent repectivement aux ex-pressions @u@t = uxF(�; t) et @u@t = u�F(�v ; t). Il su�t alors de remarquer que la seule formecommune �a ces deux expressions est@u@t = �ux�f(t) = u��v f(t) = u��f(t)4



et puisque cette �evolution est d�e�nie �a une renormalisation pr�es de la variable d'�echelle t,on peut choisir f de mani�ere �a ce que t soit homog�ene �a un terme temporel de degr�e 1, cequi est obtenu pour f(t) = t.Proposition 1 L'analyse multi�echelle d�e�nie par @u@t = tu�� di�use toutes les composantesdu mouvement (vitesse v = dPd� , acc�el�eration � = d2Pd�2 , : : : dnPd�n , : : : ) dans la même directionque u, i.e @@t (dnPd�n ) = t(dnPd�n )�� :En particulier, v v�eri�e une �equation de di�usion intrins�eque, polynomiale et causale,@v@t = tv�� = t(v�� + 2vv�x + v2vxx):D�emonstration simpli��ee : � Pour �etablir ces propri�et�es, il est int�eressant d'introduirele formalisme des crochets de Lie associ�es aux d�eriv�ees partielles, @@x ; @@� ; @@t , qui commutententre elles, et �a la d�eriv�ee totale DD� . Plus pr�ecis�ement, on �etablit sans di�cult�e :[ @@x; DD� ] = @@x DD� � DD� @@x = vx @@x ; [ @@� ; DD� ] = v� @@x ; [ @@t ; DD� ] = vt @@xNotons au passage que la notation f�� = [D2f ](�; �) correspond en fait �a l'op�erateur( )�� = D2D�2 � � @@x:Lemme 2 Ind�ependamment de toute �equation d'�evolution,[ @@t � t( )�� ; DD� ] = (vt � tv��) @@x: (4)� Si l'on applique le lemme pr�ec�edent �a u dans le cas de l'�evolution ut = tu��, le termede gauche est nul et l'on obtient bien par cons�equent la relation @v@t = tv��: Puisque le termede droite dans (4) est alors un op�erateur identiquement nul, on obtient, pour toute fonctionq sur l'image v�eri�ant @q@t = tq��, l'�egalit�e @@t(DqD� ) = t(DqD� )��. Par r�ecurrence, la relation@v@t = tv�� s'�etend donc �a toutes les d�eriv�ees totales successives de v, avec Dn�1vD�n�1 = dnPd�n .Nous donnons maintenant une seconde justi�cation de l'�equation fondamentale obtenuedans le th�eor�eme 1. Nous dirons qu'un �lm u(x; y; �) est id�eal si l'on peut trouver desfonctions C(�), Z(X;Y ) et U (X;Y ) telles qu'en tout point, on aitu(X �C(�)Z(X;Y ) ; YZ(X;Y ) ; �) = U (X;Y );ce qui signi�e que u n'est autre que l'observation de la sc�ene Z(X;Y ); U (X;Y ) (relief etluminosit�e lambertienne) par une cam�era de trajectoire C(�).Th�eor�eme 2 L'�equation @u@t = tu�� produit, �a partir d'un �lm id�eal u0, une s�equence de�lms id�eaux u(t), dont l'interpr�etation du relief est identique �a celle de u0, et pour lesquelsle mouvement sous-jacent de la cam�era est une version lin�eairement �ltr�ee de celui de u0.C'est l'unique analyse multi�echelle de �lms v-compatible qui poss�ede ces propri�et�es ; de plus,l'interpr�etation du �lm initial �evolue selon les �equations@Z@t (X;Y; t) = 0 ; @C@t (�; t) = t@2C@�2 :5



Sh�ema de d�emonstration : Grâce aux �equations de passage du r�ef�erentiel (X;Y; �; t)de la sc�ene au r�ef�erentiel (x; y; �; t) de l'image, donn�ees par x = X�C(�;t)Z(X;Y;t) et y = YZ(X;Y;t), onpeut identi�er la di��erentielle de Z d'un r�ef�erentiel �a l'autre pour obtenir l'�evolution de Zdans le r�ef�erentiel de la sc�ene :(@Z@t )scene = @Z@X �ZZtZx � Ct� :Si une analyse multi�echelle v�eri�e les propri�et�es du th�eor�eme, le lemme 1 nous autorise�a r�e�ecrire l'�equation d'�evolution en@u@t = u�F (�v ; v; t) = u�F (V 0V ;�VZ ; t):La d�eriv�ee totale de cette expression permet de lier Vt; V; V 0; V 00; Zt; Z; Zx aux d�eriv�eespartielles de F , et les conditions de pr�eservation du relief ((@Z@t )scene = 0) et de lin�earit�esur l'�evolution de V conduisent alors naturellement aux �equations cherch�ees, soit, �a unchangement d'�echelle pr�es, ut = tu�� et Ct = tC 00. R�eciproquement, on v�eri�e ais�ement quel'�evolution ut = tu�� satisfait bien les propri�et�es annonc�ees.References1. L.Alvarez, F.Guichard, P.-L.Lions, J.-M.Morel , \Axioms and Fundamental Equationsof Image Processing". Archive for Rational Mechanics, vol. 123, 1993, pp. 199-304.2. Y.Giga, S.Goto, Motion of Hypersurfaces and geometric equations, J. Math. Soc.Japan, 44, n.1, 1992, pp. 99-111.3. O.Faugeras , \On the motion of 3D curves and its relationship to optical 
ow". rapportINRIA, n. 1183, mars 1990.4. J.Serra, Image analysis and mathematical morphology, 1, Academic Press, 1982.CEREMADE, Universit�e Paris-Dauphine,place du Mar�echal de Lattre de Tassigny,75775 Paris Cedex 16, France.
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